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Integragdo Numérica Reduzida Adequada

Introducgao

Uma integracido numérica de ordem menor do que a necessaria para integrar exatamente a matriz
de rigidez de um elemento é denominada de “integragdo reduzida” e pode ser desejavel por dois moti-
VOs:

«  Um menor nimero pontos de Gauss acarreta em uma economia computacional.
+  Integragio reduzida tende a tomar o elemento mais flexivel, portanto (espera-se) compensando o
comportamento rigido associado a uma configuragdo de deslocamentos pré-estabelecida.

O elemento tora-se mais flexivel com integracdo reduzida quando alguns termos de ordem
mais alta que de outra forma iriam contribuir para a energia de deformagado ndo o fazem porque suas
contribui¢oes se anulam nos pontos de Gauss da integragao reduzida. Em outras palavras, com um
menor nimero de pontos de amostragem, alguns dos modos de deformagéo mais complicados ofere-
cem menos resisténcia do que o fariam com uma integragao completa.

Espera-se com a integracio reduzida que modos de deformagio indesejados sejam ‘filtrados’ e
retirados da formulac¢iio. Desta forma um elemento mais flexivel e mais eficiente pode ser obtido. E,
portanto, necessario determinar:

(a) aminima ordem de quadratura necessaria para permitir a convergéncia de um modelo;

(b) aordem de quadratura necessaria para manter a velocidade de convergéncia que seria obtida por
uma integraciao completa; e

(c) as condiges para que o erro na integragdo numérica compense apropriadamente a super-estima-
¢do da rigidez de uma estrutura modelada por elementos finitos em deslocamentos.

O comportamento de um elemento com integragdo numérica reduzida nio pode afetar as condi-
¢oes de convergéncias. Portanto, a resposta de um elemento, mesmo com integracdo reduzida, tem
que sempre representar todos os termos de deformacio constante.

Deve ser observado, também, que uma integracao reduzida é, em esséncia, sempre utilizada im-
plicitamente quando a distor¢do de um elemento finito € tal que a ordem da quadratura escolhida ndo
vai integrar exatamente a matriz de rigidez. :

Minima ordem de quadratura para convergéncia

A regra de quadratura utilizada pelo modelo de elementos finitos deve ser no minimo suficiente
para integrar o volume do elemento exatamente. Isto vem do fato que com o refinamento da matha o
tamanho dos elementos diminue e o comportamento dos elementos se aproxima cada vez mais de um
estado de deformag@o constante.
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O integrando da parte esquerda da equagéo acima tende a uma constante a medida que o tamanho do
elemento diminue e a integral da direira corresponde ao volume do elemento.

Portanto, para um elemento de geometria arbitréria, a integragdo minima requerida € uma qua-
dratura que integra exatamente t |J| no caso plano. Para um elemento bi-linear com espessura constan-
te, t }J] é linear em cada diregdo paramétrica, entdo somente um ponto de Gauss € necessario. Para um
elemento quadratico no caso mais geral, t |J] contem poténcias cibicas das coordenadas paramétricas,
entao uma integracao de Gauss 2x2 € necessaria.
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Entretanto, a condigio de convergéncia € requerida somente no limite a medida que a malha é
refinada. Neste caso, a subdivisdo indefinida acarreta em elementos de lados retos e paralelos (deter-
minante do Jacobiano constante). Portanto, no limite, um dnico ponto de Gauss seria necessario.

Deve-se observar que, como sera visto mais adiante, a utilizacdo de uma integraggo tio reduzida
como a minima para convergéncia pode provocar o aparecimento de modos espurios de deformagao,
¢ a ordem de quadratura recomendada sera maior do que a minima.

Ordem de integragao para nio afetar a velocidade de convergéncia

A regra de integragdo minima € geralmente inaceitavel por dois motivos. Em primeiro porque
ela pode provocar instabilidade do modelo (modos espiirios de deformagéo). Em segundo, mesmo
que esta integracao preserve a convergéncia, ela vai resultar em uma perda na velocidade de conver-
géncia

No outro extremo de precisao pode-se requerer uma regra de quadratura que integre examente a
matriz de rigidez do elemento. Isto s6 € possivel quando o integrando é um polinémio, o que signi-
fica que o Jacobiano deve ser constante, isto €, um elemento ndo distorcido. Isto vai exigir uma or-
dem de quadratura muito alta, muitas vezes desnecessaria pois a integragio exata resulta em uma
aproximagao para o campo de deslocamentos que € muito rigida.

A partir destas consideragoes deseja-se uma quadratura que se situe entre estes dois extremos.
Por exemplo, pode-se requerer que o erro provocado pela ordem de quadratura seja comparavel ao
erro de discretizagdo. Esta € a logica por tras do seguinte argumento: a ordem de quadratura deve ter

precisio suficiente para preservar a velocidade de convergéncia devida ao erro de discretizacao.

A quantidade mais natural para se medir a velocidade de convergéncia € o erro na avalia¢io da
energia potencial total. Termos de deformagao na expressdo da energia potencial total sio considera-
dos completos até o grau (p—m)(paraum elemento nio distorcido pois a convergéncia é considerada
no limite quando o tamanho do elemento tende a zero), onde

p= grau do polinémio completo de mais alto grau presente nas fungdes de interpolacéo do elemento;

m= ordem de diferenciagdo presente na expressio da energia potencial total. r% a ordem de diferen-
ciacdo que aparece na matrix [B] que obtem deformagdes em um ponto no elemento em fungio
de deslocamentos nodais.

Conclui-se que para nio reduzir a velocidade de convergéncia é necessario integrar exatamente
um polinémio de grau 2(p-m), que € o grau do polinémio completo contido em [B]T[E][B]. Neste
caso, a ordem do erro de aproximacéo vai ser O(h 2(P-m*1) onde h é um tamanho caracteristico do
elemento, porque somente os termos de grau 2(p—m)podem ser representados corretamente.

Considerando-se uma quadratura com npontos de amostra e sabendo-se que estes n pontos
integram exatamente um polinémio de grau 2n-1, tem-se:

2n-1=2(p-m) = n=(p-m)+12

ou,
n=(p-m)+1

Exemplos:

elementos lineares (p=1) = n=1ponto de Gauss em cada dire¢io

elementos quadraticos (p=2) = n= 2 pontos de Gauss em cada diregdo

elementos ciibicos (p=3) = n= 3 pontos de Gauss em cada direco
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Analise de autovalor de um elemento
A anilise de autovalor € utilizada para testar a qualidade de elementos, incluindo detecgiio de
movimentos associados a uma energia de deformagao nula, invaridncia quanto a orientago, etc. Um

problema de autovalor deve ser resolvido para fazer este teste. Para um elemento finito genérico, o
problema de autovalor € expresso por

[K{d)=Md) ou (K]-A)(d)=0 (1)
onde [k] é a matriz de rigidez do elemento e {d} € o vetor de deslocamentos nodais do elemento.

Para um autovalor especifico A; e o seu autovetor associado {d;}, a energia de deformacio é

Ui= 172 {d;)Tk] {d;} ou 2U;= {d;)Tk] {ds) )
Pode-se escrever a equaciio (1) como

(1] - A1) (i} = 0 3)
A equagio acima pode ser pré-multiplicada por {d;}T e entdo expandida como

{di)Tk] {dy) = A {d;)TT] {d;) @)

na qual, a partir da equagiio (2), o expressdo do lado esquerdo é igual a 2U; Se o autovetor {d;} for
normalizado de forma que

{d;)T{di) =1 (%)
a equagdo (4) resulta em
A= {di)Tk]{d;) = 2 (6)

Portanto cada autovalor da matriz de rigidez € igual ao dobro da energia de deformagdo induzida por
um conjunto de deslocamentos nodais normalizados.

Desta forma, os autovalores da matriz de rigidez de um elemento e os seus autovetores asso-
ciados podem representar o comportamento de um elemento. Com isso, a qualidade de um elemento
pode ser também aferida com base em uma analise de autovalor.

Os autovetores que correspondem a autovalores nulos representam movimentos de corpo rigido
ou modos de deformagdo com energia nula. No caso dos modos de corpo rigido, os deslocamentos
estao associados a forgas nodais nulas. Existem trés modos de corpo rigido linearmente independen-
tes para um elemento de estado plano. A matriz de rigidez de um elemento deve ter o nimero apro-
priado de autovalores nulos de forma que o elemento possa representar todos os possiveis movimen-
tos de corpo rigido. Também existem modos de energia nula associados a uma integragdo numérica
reduzida (vide segdo a seguir). Estes sio chamados de modos de deformagio “espiirios”.

A figura a seguir mostra os oito modos de deformagdo de um elemento plano bi-linear. O trés

primeiros podem ser identificados como modos de corpo rigido. Os modos 4, 5 e 6 sdo modos de
deformacio constantes. E os modos 7 e 8 estdo associados a uma ‘flexdo’ do elemento.
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Ordem de integragdo para evitar singularidade na matrix de rigidez global e modos
de deformagao espurios

Com a utilizacdo de integracdo numérica para a obtencao da matriz de rigidez de uma elemento,
a integracdo analitica € substituida por uma soma ponderada de rela¢oes independentes entre os para-
metros nodais. Estas relagoes fornecem o uinico tipo de informagao que € utilizada para a constru¢io
da matriz de rigidez do elemento.

A selegdo da ordem de integragao afeta os resultados de uma anélise de autovalor de um ele-
mento porque um modo de energia nula aparece quando um conjunto de deslocamentos nodais
produz um campo de deformacgoes que € nulo em todos os pontos de Gauss. Nestes modos de ener-
gia nula estdo incluidos os movimentos de corpo rigido que obviamente produzem deformagées nulas
em qualquer ponto do elemento, em particular nos pontos de Gauss.. Se um elemento com movimen-
tos de corpo rigido impedidos apresenta um ou mais modos de energia nula, entdo sua matriz de rigi-
dez € singular.

Modos espurios de energia nula aparecem quando alguns termos de ordem mais alta que de
outra forma iriam contribuir para a energia de deformagao nao o fazem porque suas contribuigdes se
anulam nos pontos de Gauss da integragio reduzida. O nimero de modos espirios de energia nula Z
para um elemento pode ser previsto pela seguinte formula:

<0 = estavel
Z=C-E (7
>0 = modos de deformacgao espiirios

onde C é o nimero de condigbes independentes necessarias para um elemento estaticamente
determinado nao ser singular:

C =(n? de graus de liberdade) - (n? de modos de corpo rigido)
e E¢ o nimero de equagdes independentes usadas para construir [k] via integracio numérica:
E =(n® de pontos de Gauss) x (n® de componentes de deformacio)

Para elasticidade bidimensional, cada ponto de Gauss introduz trés relages de deformagio indepen-
dentes (trés componentes de deformacfo).

A partir da expressdo (7) pode-se selecionar uma ordem de quadratura que resulte em um
elemento estavel, isto €, sem modos espirios. Entretanto, ndo é somente o nimero de pontos de
Gauss que € importante. O teste mais seguro € uma analise de autovalor do elemento para se co-
nhecer todos os possiveis modos de energia nula.
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A figura a seguir mostra exemplos de alguns modos espirios. A coluna da esquerda da figura
mostra modos de energia nula para um elemento quadratico (Q8 ou Q9) com uma regra de quadratura
2x2, e a coluna da direita mostra um conjuto de quatro elementos bi-lineares (Q4) com integragiio de
um ponto de Gauss cada um. Observe que os quadrados infinitesimais situados nos pontos de Gauss
permanecem indeformados para todos os modos espuirios mostrados.

Gauss integration
points

Nine-noded
elements only

| &
Eight and nine nodes Q+ - — -+——
o O

(@) (b)

(@) Zero energy (singular) modes for eight- and nine-noded quadratic
elements and (b) for a patch of bilinear elements with single integration points

Observe também que os modos espurios sdo apresentados em cada linha da figura de forma
semelhante para os elementos quadratico e linear. Na primeira coluna da figura, a segunda e a terceira
linha mostram modos de energia nula para o elemento com 9 nés somente (estes modos nio se
apresentam para o elemento com 8 nds), e a quarta linha mostra um modo espiirio que aparece tanto
no elemento com 9 quanto no elemento com 8 nés.

Os modos espurios podem ser divididos em dois grupos:
(@) Modos compartilhados por elementos adjacentes. Exemplos sio os modos da segunda e terceira
linha da figura.
(b) Modos ndo compartilhados por elementos adjacentes. Exemplos sdo os modos da quarta linha
da figura.

A figura a seguir mostra um exemplo de como uma integragdo reduzida pode excitar um modo
espurio compartilhado por varios elementos. A figura mostra um pilar modelado por elementos qua-
drilateros Lagrangeanos com 9 nés submetido a uma carga pontual. Dois tipos de integragdo numéri-
ca sdo utilizados: integragdo completa 3x3 (figura do meio) e integracio reduzida 2x2 (figura da direi-
ta). Observe que, como os deslocamentos sdo restringidos na base, o efeito do modo espirio vai de-
caindo do topo para a base do pilar. No entanto, € evidente que a resposta da estrutura € bastante in-
fluenciada pela presenca do modo espirio compartilhado.
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O efeito de um modo espuirio nao compartilhado pode ser ilustrado a partir da figura a seguir.
Neste exemplo a ‘estrutura’ € modelada por um dnico elemento quadratico de 8 nés, bem mais rigido
do que a ‘fundagao’ sobre a qual esta centrada. ‘O uso de uma integracio reduzida 2x2 leva a uma
resposta que claramente € afetada pelo modo espirio nao compartilhado deste elemento, enquanto que
o resultado com uma integracao completa 3x3 nio apresenta esta influéncia.
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(b) 2 x 2 integration
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{c) 3 x 3 integration
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Deve ser observado que o modelo global ndo apresenta nenhum modo de energia nula pois mais
de um elemento foi utilizado e existem condi¢es de suporte suficientes no modelo. No entanto, a
grande diferenca entre a rigidez da estrutura e da fundagio provocou o aumento da influéncia do mo-
do espiirio quando se utilizou a integracao 2x2.

O exemplo anterior sugere que modos de energia nula de um elemento isolado, compartilhados
ou ndo, podem ser eliminados quando o elemento € agrupado com outros elementos em uma malha e
se um suficiente nimero de condigdes de suporte é considerado no modelo global. Neste caso, a
expressao (7) anterior também pode ser utilizada para fornecer um indicativo sobre a estabilidade do
modelo global. A unica diferenca estaria em interpretar Ccomo:

C =(n? de graus de liberdade total) - (n°® de graus de liberdade restringidos)
A condicdo de estabilidade fica estabelecida da seguinte forma:
“Se o numero total de incognitas Cexcede o nimero total de relagGes independentes E introduzidas
por todos os pontos de Gauss do modelo, entdo a matriz de rigidez global do modelo € singular”.

Isto € ilustrado na figura abaixo para modelos com elementos lineares e quadraticos.

X Integrating point (3 independent relations)

o Nodal point with 2 degrees of freedom-

Both d.o.f.
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LINEAR QUADRATIC
Degrees of Independent | Degrees of Independent
Freedom Relation Freedom Relation

(a)

4x2-3=5 > 1%x3=3
singular

2x8-3=13>4x%x3=12
singular

(b)

6x2-3=9 >2x3=6
singular

13x2-3=23<8x3=24

(¢)

25%x2~18=32<16%x3=48

48 x2=96 < 64 x3 =192
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Ordem de integragido para aproximagio 6tima de tensdes ¢ deformacoes

Dois fatos devem ser considerados a fim de se poder achar uma ordem de quadratura 6tima para

representagdo de tensées (ou deformagdes):

€Y

(b)

A formulacio em deslocamentos do método dos elementos finitos pode ser interpretada como um
procedimento para determinar uma solugao aproximada pelo método dos erros minimos quadrati-
cos onde a medida de erro € uma fungio ponderada dos erros em tensdo (ou deformagdo). Em
outras palavras, a minimizagio da energia potencial total € equivalente a determinar uma aproxi-
magio minima quadratica para as deformagGes exatas.

Pode-se demostrar o seguinte teorema (veja Zienkiewicz ou Hinton e Campbell): a minimizaciio
do funcional da energia pontencial total definido como

T, = f LieJE] () av + ] () av
A4

A

que fornece, com a discretizacdo por elementos finitos, uma solugio aproximada {u} para a so-
lugdo exata {U'} é equivalente a minimizagio de um outro funcional definido como

T = f L (o) (&TE) ) - ) v
\"

=

onde ({€} e @) sdo as solugdes para deformagdes aproximadas e exatas respectivamente.
Observa-se que a minimizagéo do ultimo funcional tem um cariter de aproximacio minima
quadratica.

Se um polindmio de n-ésimo grau f(¢) (onde -1 = £ < 1) é amostrado em npontos de uma qua-
dratura de Gauss de n-ésima ordem, entdo os nvalores de f(¢) avaliados nestes pontos definem
univocamente (interpolam) um novo polinémio () de grau n-1 que é uma aproximagfio minima
quadratica para f().

Dito de outra forma, quando um polindémio de grau n-1 € usado para aproximar no sentido de
erros minimos quadraticos um polinémio de grau n, € evidente que em alguns pontos a solugio
aproximada (n-1) deve ser igual a solugio exata (n). Pode-se mostrar (veja Hinton e Campbell)
que estes pontos correspondem aos pontos da quadratura de Gauss de n-ésima ordem (que
integram exatamente um polinémio de grau 2n-J).

Isto € mostrado na figura abaixo para uma fungdo quadratica. Esta proposicdo é exata para
integracio de Gauss em uma dimensdo e aproximadamente satisfeita para integragio em duas e
trés dimensdes de elementos de forma distorcida.

Quadratic function

£(£)
) Leost squores :

|
: lineor fit

| _~ Gouss points \J
{i:-‘l 7:-Vv3 ﬁ: i/vg ﬁ:i

Aliado ao primeiro fato, deve-se considerar que dentro da formulacio em deslocamentos do

método dos elementos finitos 0 campo de deformagdes exatas pode ser no methor caso aproximado
por polindmios locais {€} = [B]{u} de grau completo (p-m), onde pé o grau das funcdes de forma
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do elemento e mé a ordem de diferenciagdo em [B]. Portanto, a melhor aproximagao disponivel vai
ser uma aproxima¢ao minima quadratica por polinémios locais de grau (p—m).

Considerando também o segundo fato, para se poder extrair o maximo da melhor aproximagéo
disponivel f = [B}{u} com grau (n-1) = (p-m), deve-se utilizar uma quadratura com

n=(p-m)+1

pontos de Gauss em cada direcdo. Neste caso, como uma quadratura de Gauss com (p-m) + I
pontos integram exatamente um polindmio de grau 2(p-m) + 1, a ordem do erro de aproximacao vai
ser O(h 2(-m)*2), onde hé o tamanho do elemento.

Estas consideragoes foram feitas para elementos sem distor¢oes de forma. No entanto, o
carater de aproximacao no sentido de erros minimos quadraticos sempre esta presente na formulagio
em deslocamentos do método dos elementos finitos. Isto justifica a utilizagao da mesma ordem de
quadratura para amostragem 6tima de tensGes para elementos sem e com distorgoes de forma.

Esta regra de quadratura tem se mostrado a mais apropriada (fornecendo resultados bastante
precisos) para elementos sem grandes distor¢des. Burnett sugere que para elementos com ‘considera-
veis’ distor¢des, a precisdo pode ser melhorada se uma quadratura com erro da ordem O(h 2(P-m)+3)
for utilizada, isto é, com n = (p-m) + 3/2, ou seja, n = (p-m) + 2 pontos de Gauss.

Resumo das quadraturas reduzidas apropriadas

Em seguida estido resumidas as regras para integragio reduzida na computacio da matriz de rigi-
dez de um elemento.

Regral
A regra de integracao deve ser no minimo suficiente para integrar o volume do elemento exata-
mente.

Regrall
Para preservar a velocidade de convergéncia da energia potencial total devido ao erro de discreti-
zacio, deve-se usar uma regra de integragdo com uma precisdo de O(h2(-m+1) o que resulta
em n = (p-m) + 1/2 ou seja, n = (p-m) + I pontos de Gauss em cada dire¢do (integracio nio-
triangular).

Regra ITT
A regra de integragio deve ser escolhida de forma que o mimero total de incégnitas ndo exceda o
nimero total de relaces independentes introduzidas por todos os pontos de Gauss do modelo
(no caso de elasticidade plana, 3 relagdes por cada ponto de Gauss), o que resultaria em uma
matriz de rigidez global singular.

RegralV
Para uma amostragem étima de deformagdes (e tensdes), deve-se usar uma regra de integragiio
com uma precisdo de O(h 2(-m*2), o que resulta em n = (p-m) + I pontos de Gauss em cada
direcdo (integragio nio-triangular).

RegraV
Para elementos com ‘consideraveis’ distor¢Ges, a precisao pode ser melhorada se uma quadratura
com erro da ordem O(h 2(°-m)*3) for utilizada, isto €, com n = (p-m) + 3/2, resultando em n =
(p—m) + 2 pontos de Gauss em cada diregio (integraciio nio-triangular).

A figura a seguir mostra as quadraturas de Gauss para alguns elementos planos de continuidade
CO%segundo as regras I'Ve II.
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p Res\'am o) (h2(p- m)+ 2) Resrano (h2(p- m)+ 1)
1 0(hd) > o
A 0 (K A 0 (n?)
2 0 (h%
.u. O (h4) .m. 0 (h‘)

A figura a seguir (veja Bathe) resume resultados de analise de convergéncia e estabilidade para
alguns elementos quadrilateros planos. A quadratura ‘confidvel’ (“reliable”) corresponde & avaliagio
exata da matriz de rigidez do elemento retangular (ndo distorcido). No caso de elementos distorcidos
a ordem de integragao mostrada deve ser suficiente. '

Reduced integration used

T o i ik st
4-node 2X2 —
4-node distorted 2X2 —
8-node [ : [ 3X3 2X2
8-node distorted 3X%X3 2X2
9-node E 3X3 2X2
8-node distorted 3 X3 2x2
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Quadraturas de Gauss para Elementos C° Bidimensionais
(O nimero de pontos de Gauss para cada quadratura é indicado)

Blemento [ Modelo | Modclo | Regra'| Regra | Regra’) Regra | Regra’
A Linear |Triangular| 1 1 1 1 1
D Linear |Retangularl 1x1 | Ix1 | 22 | 1x1 | 1xi
Q Linear | Linear | 1x1 | ixt | 222 | m1 | 2x2
A Quadrifico| Triangutar | 1 3 3 4 4
D Quadritico|Retangular] 1x1 | 2x2 | 33 | 22 | 22
Q Quadriico| Linear | 1x1 | 2x2 | 3x3 | 2x2 | 3x3
&‘ Quadratico| Quadratico 4 3 3 4 4o0u’
Q Quadritico|Quadritico] 2x2 | 2x2 | 33 | 22 | 33

Modos espiirios de deformagfo associados a uma energia de deformacéo nula podem aparecer.
Baseado na analise de um tnico elemento isolado com condigGes de suporte minimas essenciais para impedir
movimentos de corpo rigido.

Os nimeros de pontos de Gauss indicados correspondem a quadraturas normalmente utilizadas para elementos

distorcidos ou néo.
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Uma_ vez detferminads os deslocaimentos nogais e vm vodelo de
Cle\mev\ﬁu -A‘V\{JM/ as c\c&rvv\o\_cro'as e as lewsoes Ae v rovr(:o 0’»».&_\—
q,uer de vw elements rodew\ ser obtidas For

o fer=[RI{Y . (v}=[edlBI
A Fev‘:vi»“-”t"‘ cue se Faz & ooude dewtro Ao clements deve-te
calwlayr as ewvseecd |

A dscossn _ountecior sobre twte tacod redurida fqrq O CompU-
focas da wmatty de riacder do~ elemenbo mmdicol gue existe

om detervminade AJmers de row’cbs de awmostrazen owde as

d&‘bfmqozs (2 +~e.VtJa'eS> éé\_m um 3(@ Ae frec\';o:’p wielhor Ao

e € alauer ovkbro ponbo.
T Frgoes i

ES%eS OW&OS coteres OV\AZVV\ a | = (P—%)-{' d oV\bDS. C(e G‘WSJ
_ ew, cada db‘@*qdé)_a,éﬁﬂ ] & o erau. do rol\‘\géwxig Connpleto de
ol g Gkul’) ‘Z(q.u_ das "(‘uv‘\q,o’c_s 4e waerzo(a.;a'b’ a\o e\e\mev{t\b e

] € oL ofdem de diferenciacds pres wte evn (B (elemento
was dusterudo).

O et na a,rrOxCWQqaz das defrwars {E}=[B]‘[O\}J ?M
£ o Pa\m—s»\«co com Qroun (p-w\ e da ordewnn Q(A(P"‘“) '1)/
oude [h| ¢ vm tawmahho c\o\‘rad&v\%{w do elemeunts. Avq(\‘qmdo

3 em [(p-rm)+4] fovdm de Gouss em coda direeas (fuu cute-

ram  exatovmmente U foh‘\«é‘m‘c de avrau 7( -M\-fi)/o

2rvo hal a.?rox('mqgo&‘: Vol Ser da. ordenn @'(H(P %\‘FZ)/ For{'aw"o
~ Uma, ordem wmelhor,
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cv\turrolao‘.a..s r65ukﬁqm/ wo Coso um‘o\(mev\.sCov\oi/ 2 v polinsmie

Ae avau 6\9“"’3 q,ue, £ owma a;r\’OXl'w&QO.B mamivna odeal-
e \o,o«,q Vw pollndwmic de ograu ,CF -m)l . Est cardfer
A,_u@l@p\rrcxf\/\/qud\b ,VV\(:VH‘M&?AA_QO:{'I'C& & ,s:ovut'ffev\fe Com o

‘(:O(VV\Q Laxq.o&': e c\e:(o tomentos deo mtodo dos elenmentos ‘\t\iv\t"fbs/

CAs de-{b\:mq.qo'u (Mt ﬁcwso’e&):“ﬁmuao\as nestes ‘oov\to,s guande

onde as Solugees em deslocamentos sa% obtidas (‘)oo\e-:c Mo.:(;(gr\ -

e ‘Forw\a. E. mMivimirayry O ﬁ,wobo(raato do érro wva afrom‘maqa“é
. de deformocsss (sw tewsses), o

 No caso bidimeusaonal (ou fridamem\'ov\oi) a L‘v\tc_rfs’(ac;a"o._de L

der exotamente & vwne pimximaqaz wilima c]w,o.a\r_a}\‘w\ B

o Fo\cg&_“_mjemo'u (ou deformsa ?f)f embora_ muitoc veres s

1 poutos de Gw:.:,7,<?v\o\e I = (p=m)+ 'lI/ més val eorrespoin-
]

. Sele.  cowndiderads. S =

 Existewn exemplos cldisicos onde o obtewgds de componentes

de Eewnson (em astec:x‘od; tewsdes de cisalhaments) 2w poutos
. de Gauss de vma guadratora. de o tg\_g_ma__ig —w)'+4 ..,199&2. e

. forwecer _recultodos substomaolmente  wnellhores do Fue em.

___outros f owlos,

-‘564'% .o,r;,,,ﬁ,xewr»@o o omdlise de Lol vica_ ewa balowmes

Viawdo ﬁ/.«,airo elew evtos u&ere»(dfr({«] ! ﬁ,wa,ctmﬁ{coos Com octo
_ hes mostrades na figural @ &ezucr,, Euvguavte os resv (tados
para. deslocamentes ¢ teusdn axal 0 excdewfes/ o tenies
de cisalhawiento vegemba, uvaa alc:(’?cbux‘cra'b qu\bo’(xca\
ewn cada elements e ¢ vma O proximag e muito
ol paco, o5 tenectis core tas. En(tre.tomho/ os valores .
7x2 (m-= P=m #4) "5 LUma exceleute refrckmta;oz da. teu-
&5 de Gx‘:&(kqmemtb wae'a (e covreta .

\2o

O os {:\'.'_Q,,AO_SV v | awjto,-s,,de. Gaouss. AQ LOvna Q\,O\,COCE\NQ;___,W_M.,_.., S



40 H

\
1
\
i
]
30H
i
|
i
1
]
1

!
20 ! ! ;
E’;laa average | \| Nodal values extrapolated
e |‘S ear slres's ’l i from Gauss po;’ms
10 \ !_, f ; 1§‘ 7 ] v . .
v/ ) 1
\ N /
o OW' X A s
\ | g N = T
‘\ II \\ ,l ./ Gauss point
-10 4 F N/ values
1 ~/
\\ /
' \ ./

+— 2 % 2 Gauss points

A cantilever beam with four quadratic (Q8) elements. Stress sam-
pling at cubic order (2 x 2) Gauss points with extrapolation to nodes

o _Ex'(:fo_?o\qc':ab e Svovitoces de tensie

UVV\Q vet obtidos os resultados de tensces 2w ponto: de
Gauss de uma guadratura. de ordewa D h(pmixe ©° que
Ar®. © case  Uwnidiwewsiousld corres ocude o M=(F-"rnj)+ij
CAGS&L\)Q_-&L_ obter VWL v ve&cw‘k&q,as loba( dws tewsdes y
Ae freFeVZv\c\'a ne. forma. de valore: medios nodais.

FO\’ﬁQV\'b’)) os valores de tenstes obtidos wos Fov\bs de Gowss
deven ser axtrapolades ’Pod'q oS Wes e Suoswviiedes,

|
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_Este procedimento pode cer feito de Unma Torma, global ow
loeall. Na Svaviiaces alobal de tewsser , os valoves nedads

Ae tewssis s obtidos e forwa a MmMiuimitay © ewos ﬁlo-
I bo&(,,,(;ée‘ tode U wodels) na  avaliagds das tens®Es nos pon—
. tos e Gawuss (vejo. Hinton e Coumpboell Mool and Global

Svookhing of Diseontinuecs Fiunile Element Fouctious Usimg o,

 Least Sqoares MeU«od") Tut. I Num.Meth, ’iv\jh?) Vol§, pp. Yet-

Yo 1934),

_0 Y?(:,cdim,@t\bo wsval / nhe ew,{:awtb) Ve umeg Suowitrac oo (oca,(_ o
de tewssess . Neste coso oo valores das tewnsses wos rov\,tos de
Gauss 363 extrapolador para. 0§ wds dewlro de cada
elevento, AT’O/’S lzﬁg qus:l/ 0s volovres de tewnsoes quq Una
feveutes em cada owi dos elementos
o Bue coutdn estens. O passe Sequinke , poctamto, ¢ a
Suavirogos Dos valores wodais , © e wormalmwente ¢ feto

 dekermiwado WS sab Al

. okcaves de uvwma. wmedia. des valoves vindos de cada
elenents ﬁo\&smechf_ ow W3,
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A extracolacds dos valeres wor ‘:owﬁos de Gauss para. os

nos pode fer fellh de doos formmas: Ou os valoves sa%
dw{‘erra(o.&os ou  foz-se o ajuste no Sevitide dos erros wal-
Nimos W\’Q:{‘(co.s. (E.r‘l‘es ‘oroccdx'w\enﬁos nortmalmente

Se COV\‘(:UV\ACM rqrq 0o Casgo UV'n'd\'\MeM-fCo\aq_,O.

___.,‘QUQ.\(%UCY ﬂ).ae_ Je.&m ) Emc.e.diw\e,v\bo/, 8. _Cur VoL (Du ,;ufar,—w
TR(CCC) gom zxtr,o.folq dos. fom{'b's de Gauss para of 7ok £
chawada de corva (o Su?crﬂk’a‘65 de Svalvrrao® g4

A escolha. entre tlwferro\aqofé dos velorer de fensds tos pon-
Tos de Gowss ¢ ajos*:e de ercos minimos @o.dmfﬁ'cos e’laor mera,
Convenéncio. d'a_' que nes exide evidencia wowmerico. mostrau-
do & SUFCVCO('\'C{O.AZ de o gu de outro Frocedé\mentb.

De %a(:%uex ‘ﬁ:rw\o\) o objeﬂvo & obter u\mo; motir de
ranebormacss

ve relaciove. as fewsoes nos pontos de
Gauss Stimos fa.r'o\, amoskro,je,w\ com as tensses wodals -

I S AL L 7

No caso de elementos lineaves ( -.—.:L)/ © hlmere &¢ pontos

de avnostragem Skima. €7 mz(E-w)+4 =1, Neste caxo

& Superficie de Ssoviiacdd € um F(Qho Foxo,\e\o oo
\7\@/\0 do ¢elements: !
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,,,,,,,__,?a@\,w os_elementos Lineares , as tensces nodais extrocpolodas
o 0 mesmo valor de. fenss ho fov\bo de Cose. ' Assim

Ky vy A pAwy ) )
2 { ,},°"’°
Y, 14
Yy Vodes - | 4]
13 A { '{tizof’c .
T Jnodes 1

!\‘0 taso Ae“e(ewewﬁps 17%5“(&:&'@5 a rgq?.eﬁfc_(c{e, Adc :u&v\‘QQqﬁ

._,v,ﬁ,,ﬂ,_fad,c Ser descrita. e foncod de coordevadas cartesiamnas ow

o\xo\w\e,'ﬁn‘c.o\s do elew\embo, fxt'&{’e oW, vahquew\ CoOnA ufo:

. ciowal em Se definr o Superfiue de soomitacdd o espace

fa_ro\w\e"ﬁﬁ‘co ?0(5 existe vma Onica. mater [TR] aelicoivel

o ,rarcx todos 05 elementos de ovmi mesmo ,ﬂ\oo) distoredes
o Nae.

Cormo tommbenm wad existe evidéuneio. nowe'rico. de
que owm wctode ¢ welhor do outre, wormalimente o
:\»Ferﬁ’occ ¢’ descrto, ew coordenadag t?@rame'{:n'oas. ?or{oydb/

EV\EOSD) ara. Je o&ate( A matni ée 2x‘€.ro\ra(o\cra§ [T@—X/ Aeve-se
Chiciolwente obtec Ts.

Nai-se 2xewmplificor ?rx‘w\c(ro o thr%ﬁotaqd nodal baseodlo,
Ve nterpolaca® de valorer was ponbos de Gouse

?Q(K e
¢lemento Wm{&\‘w cow orfe nok (Qg)
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Cowo a amo:ﬁro_jem otima, de tenicts paro. este clewments
¢ de Ix7l ponts~oe Gawss, pode-se vsar as foncoes de
Cvd’e.r?o{o‘qo?z .bn‘(\‘v\eavcs: -

Ni = J{_.\(«—r)(A—s) | Ng = %(w)u-g)

| ,.,Nﬂ‘ :J__(&-,‘") ("*5), R
q

4 i‘; ; |i_n=1
T e
| |
! I
i I
8~ ——— -1
1 5' t

USQ.\)\o\o estos Fu v\qo"es de l)er(fo\q,q,oB os Valores wodaus ?oéew\
Ser calevlados como \Mo:(’xa_do elooixe. Yor exew\fla no \DDMJC\: i/
o r=d= ~L/Pl Assien - o

TL-.A_L\L& ob b ab] it

onde )

Q:i+d§l L=4-13 .

! )

No Fov\‘to 5 r=0 .¢ =~ 4-/? ’PO({D\\A{'D)

/
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[ ¢, —Oj’ ab P N I e
g eb ot ab bl Cr
N . /83 , ,bz Qb Qz, clb Ym’
ﬁltt/-\ ;% .&-E ,bz ab 41 tIZ aft
s & o b b
1l b =3 =Y b
g~ L b a a
R U N R S Y

A CV\(',E( o(&q,dﬁ ,b{({heqr ‘E’)C 'FeftQ orsiue -exfséehq exq,fD\Mewtg Vo

Evo rov\fos de Gauss pore. o Qimestragem dtima de tewsce do

_elemeunts drotico com oo st  Neste coso o nimero de coe-
__ Feeutes %ua define o .A&)Fev'ﬂra‘e de svavirqeds € ,S?u,a:(:ro:

S -Zs (ﬁ ,473 =+ Czﬁ + 63/.7 +.&y 5'1

_,,____-_,__NQM‘,CQ\.SQ Ae OWo. 3 oflee .O\e\':\'wd\ovfot _Qm,_a?mx(mq\q,ﬁﬁw,,_ L

wlnimo Arafﬁ'c-q_/ o Mdmere d€ coeficientes o fo(:‘ho"w‘o ,
R .,ﬁ,ue defive Q.,Su]oerﬁ’cce & wenor do Qrue- o nbwmevro de,,Fov\tos .
2t Gaiuss, ) '

PO:Ae -ge ju,gtiﬁc,ar o Leeolha. dad zxfrafglaqas ?or afrox;'wqcrcfs

m(v\(m?\_ draki ol -For Ecés _mo-b‘vo.;: o R

(0\9 E rrocedx‘mev‘to wmous geral que o meérfa(aqa’é/ c‘hde/:eh-
dendo do nihmero de Fouéo.s de Gauwss,

(19) F concisteute com o inter retoces da forwulazad gm dec-

Locowmentos do metode dos elemenbos filufos come v Pro-

. _tedimeub oude a solugdn € obtida vial vma z.fro,xt'wq,qa'b,,

Mminima Wraﬁ&“c& ]oour»a as 'éeu.co’é.r.
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(c) Elementos de ordewn mous albo, provavelmente comporbom-te

YV\L“’\OV‘ Covm. Uma, éx‘éYq,roLQ_ch'b For QJN"K M(V\\'Mo dra:ét"
co pois eles €eni L jrqmde nimere de valores olmos pava

tevséis e, veste tass, R s erfcie de svavizacdd € mmenss

osclabdna  de ﬁ,uu o. obtida ror CMfcffoquﬁ.

. EV\’\ .Yaov\.‘d-og ) O\eSC\’CV-C’S-C O géeﬂlﬂqa?: do‘ Mgfn‘?c A.& axfqugLQ-

J
fa® vie, QAproximagde minima guadvatica. para, os elevmentss suua -
A referdn cla_ €

é\rofjfioos Covn el e olbo wos,
Bormwett, D. S.} ‘Finike Element Analyzis - From COHc_gf't: to
A?f(‘ica;(:\bv\s l)’ Addisoun — WesLeJ ) 190,

No case de clewentos defh‘c.o.s oL .surerF(a'e de svavigacas ¢
aefluide. como v plawe ,(fotcnamo btd\'meuxx‘ouaL.comf(.&fb do

1

r\'\‘w\eiro 3(@} o esrq§o fqrame'tr\'w do <elemento:
Yﬂ(%/”?): e, + qel + c3rvz

ﬂ/JL Eem trés coeficientes A Seremn detervmimados Fe(o ff‘oceolz'mghbc

de erox\‘maq.a:a hmima, Wrcﬁén'm.

Pacon o elementy oom sels v\ofS) As Coesrdenadas parametricos e
os fowto.s de amazfrajem Stima de tensoes estds modtrodos obaixo:

{7}nodes = [TR] {7}opl

7y
72 7
=473 = 4
{7} nodes 74 { 7} opt m
7s v
T,

AR



A 2opaaq8>  de 7«’;(4-“«1\ define Um plano que nds pode em jera.( coln-
cidic com osx valores de tensed uos tro )Dowéb-f de Gouss,
‘SQ}L C(CL.Cz, ci) © erro Valniwe ?)Q,dra:h‘co \

J
e(c1,62,63) = Z [7:(&m) — 1)

i=1

w
Z [ey+eafi+eam— 1)

i=1
onde cado. tervno estdl lustrade na F.'jura, abaixo:

Ts (EJ’I)

91+ Qe )

d5 M) =t

de v
3 = 0: Z latatitem-1] =0
€ i=1

de v

_a?; =0 : E [(‘]+C2£,'+c377i_7i]gi =0
de v

a_Cg, =0: Z [e)+eéi+em—7]n, = 0

i=]

Ae®



E:fos Ye‘qqoa escribas ewn Unia 'FOY‘\MQ matricial 'F('CQM:

- , i N i L R
w w w ( (
D35 BEDIF T o 1 1 1 1 7
i=1 i=1 i=1
w w w J Tu
Z ¢ Z &t Z &m J (%} r = 1& & &y & e
_ i=1 i=1 i=]
m
e w w w -
Z L} Z Em Z 77 €. oMy Mmoo g
i=1 i=1 imi
L _J - L _] . J
t 1
[P] _ [Q]
ow, |17 =10
Ente® ' {c} = [SH{7}op
owde [s1 = P'1Q]

] ,AS _toordeuwadas ,,Vfafqme/éricas chos Fowﬁor de Gouse sds;

1 1 3 1
& =.‘3' &n =§ fm'—'g flv=§
1 1 1 _ 3
771=§ 7711=§ ﬂlll='5‘ ﬂn/-g
_ (3 1 1]
E\/\ﬁaﬂ/
' [p]-ﬁ 3122
3 75 75
;203
i 75 75
(1 1 1 1]
1131 323 -7 7
@1=13 5 5 5 512 1o
= — -30 30 0
1 1 1 3 e 1=1
_5 5 5 §_J 0 -30 0 30
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_A watriz ES] define oc COerc.'_e‘sf%,S,,Ol%u&z[ber,ﬂ'ae de sva-
Vigo & clh ¢z G +Cz% + 6547 divebamente a queir dos valores
de teucas wos ronfo: de Gouuss.

,,'Pa«a se ,a\va(x'ax os valores dc, ,{:&Moﬁa nes ot Adeve-te sobstitoir
ha éGPwQ,c;aTo de T as coordenadac farqmc'éﬁ'c\k de coda WS

)
Lo

f

%1 - ﬁt =4 | By =0 Gy=in % =i/z
S /'71 = ”{z ’73 ”lq' o ’75 14 ’76

) COM Ls{’p oo\e -te wu\trour v w\a_tn:} de, &VQ.L\&LC{0.0 [E] ‘('Clo.c(chst.h—
_ do oL \/aiore.s hodals de %eura_o cowa 03 C-OC‘plc_aeMveCf o(e 2‘;,;,

) - 7

Ty 1 0 C)
72 i 1 (5] - ~ o N
73 1 0 1 C3
1
— _ P, 74 \ = 1 '2_ 0 _

1 1
s '3 3
T 1 0 1
CY L 2]

— 1
[E]

{7}nodcs = [E]{C}

E*(ma.(_mzwte/ tem-te o loavt\‘té\e {C}zf‘g]{z}ﬂ’t)

{T}node [E][S]{ }Opl '

|

RGY
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A‘v;/;cd'x{t oL &xfr&.?o (aq.aﬁ

Goz de valores wos fow‘(‘b.r ole Gawse ¢

obtent oc¢ valoyeg nodais eh fun-

[7R] = [E][S]

[TR] =

(3 23 -7 7]
3 -7 23 -7
3 -7 -7 23
1
12
3 8 8§ -7
3 -7 8 8
3 8 -7 8]
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A Obﬁelﬂ,qafo da. watar de zxtra\FO\f—anTo VIR’ aproximaca Mt
W&(rﬂ:l‘m fou'q o elenments cf,u,a,dro,’écco. conn Ot nos e c;vnfe(rq—
waeute awof(osa_ ao que foc feito poeL o elewmento com seis no's,

As coordeunadas parametricas dog Fow‘oo: de a\moxﬁmoem Stima
de teusder estas weo sfrados oboixo :

{T}nodes = [m]{T}opl

E=+ 5
t=-.L 7 Vs g
Va \
S 4 et - N
Vi 7y
= X 72
8 =7
-
Yy 2 . 13 rTl . P
1 5
J T4 J Ty
! _ {7}nodes = ; {7}op1 = f _
d 75 m
76 J,;J
- 73 e
\7s_J

para o elerenty Wo(n&;w £ vinm F(auo
o\ro:t‘(oo Fqﬂaf

o A Suferﬂ'ae de Soqviraged
/,-Z,s'-—-c.t* CZE("‘C-:V!’{, E o
O a.\:(bximcro"_b dos valores nor f)owbo: d€ Gauss vresulta ew :

. . .
/ OILQQS dé (o nmiithivne

YT

A2

- 1 T
4 0 O a 1 1 1 1 7
4 S L . )
0 3 0| < p 7 7 3 7 ) ™ r i 1 1
4 1 1 1 T N _
-O 0 3‘_ \C3J -_ _\_/§ _:; __3 “\/"‘5— T [S] = [P} [Q] = 2 \/3 V3 V3 NK)
-3 /3
t T t L) V3 V3 \V3
[P] i [0] 1 , _ -
en [c}=TUsN2l,,



A Far{:\r Aas Coordevasas ,ooquw\e'ﬁr(cq.s do u\o’s) c,o\r\s‘troe-sc S
m2trit 4o owvaliac ds Le) ope relociono. Valowes wodais cow oS
wewf(‘o,‘-evde: de ?S (% l/\,?) :

(71N —] -1 ‘]— Cy
Kp] 1 1 -1 (&)

73 1 1 1 C3

) _ 1 -1 1 ' [,t}h“m _ EE]{C?S '

75 1 0 -1
76 1 1 0
77 1 0 1
%) 1 -1 0
1 1
{7} nodes [E]

E‘MQ(Mewfz/
{Thoaer = CeILSTLT,, -
¢
[1+2V3 1 1 1-2v3]
1 1-2v3 1+42v3 1
1-2v3 1 ] 1+2V3

1 1+2V3  1-2V3 1
1+V3  1-V3 143 1-43
1-v3  1-V3  1+V3 1443
1-V3  14V3  1-V3 143
1+V3  14V3  1-V3  1-V3 |

[TR] = [ENIS) =
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° .Sua.vf%ar;az qbbqt por wmedio. de valores noaaLis
(W] 1

A Svavitacos local Se ftewsses ¢ fetol wa boute e cada_eglewmen-
, to _ew S‘efok\co.olo., Tt vesolto. ew velores V\@Ao.(‘s q,ue wed x5
Ouleos, ov seja, vau haver ow valor todal pare. cada_ elewments

) y,
que contenr vm, detervmiviade WS

U procedimenty vsval ¢ éirqr Ima. medio, dos valoves de f{;la-fofa

Ae coda no vindos e cada clevmento que © contem. No euéo.w‘\‘b) .
hel cxtos 2w e deve axistir uma,,a\muw{;mcda.;kg_\Aaﬁeusﬁj
Cowo por 2><¢\~\§>lo oo (uterfoce entre dots wmmateriars disbimtos.

Neste zoso deve exisfiv vm valor medio de tensas ew vvn e de ,
tmterface parol toda, jNFO de  elementos qye 2 do mesinos -~

waakeriol .
Ewn Seju(ol& ¢’ decernbo v OJ.S)D\'C'LMO Far& ob{:e,v\g,afz de valorce
g dios nodeuis wo page de um Snico waafeyial

. e ¢ (tniciodeas. vetor de fewssgs vedaus)
teca, me , ) <C\4\'C£0~(i'i;:>, velor de m? de elem. &Lo\\\'o\ceu‘fes Qos v\o’s)
do -[ , ('Fowpa para cada eenmente do w\odcla)

oo ‘( (‘FOJ,A f&(& zodo. /ho do clemewtb)
(= CCeM-Hoa\c(é) (feauc 0 he do e(zmem{'b) S
?,’; =+ ’2;5 (some a tensds deste par elements-ws)
B Mos = Mg, + 4 ((meremmente o n® de eieme_‘/\'(bs a,diacem'fu\
dod
1od
7:;, = ZL/MZ,; : <ti\'€ a media de cade valor v\vo.,L)
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:Deqemerac;d’o de Elementos Quadriloteros para. Tviamavloves
~7 =2
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Etevnevrtsuj Tt. 7. NUW\.MétL\.EV‘TA?.) Vol .3, P 539-5&1,1933.

Lokl Cook R, Comcepts and. Applications of Fiuite Element
, Av\o\tj.:cs/ Secunda, Edicd, gf,w we'LeJX S'ov\s/’m %’\)
Segoo 14T, P 206-20M.

[BATug] Bo\‘tlz\e) k.-I) Finite Tlewment Roc‘eo\wc&”dh Evaiveeri g
A\/\&\Ljs{s) Prcw(:?c.e— Ho\\.k)4‘(8'&) S“cqo':; 5.3.2/ rr,?ZO-ZZ?-

« Tntcogucas

Tyons [IRoL\?“ﬂ ¢ Cook ECOOKZ'(] *pormu(_aw\o voblema. gdo-
tondo pare. os Graws de liberdade de meie e (La mas os deslo-
Comentos totais vhaos “desvios” dos declocamentss obtidos pov

cwkcrro(qqa; Linear dos wet dos cavtos, conforme mostrads dbaixs:

be K 3 ,
1 r\&‘ —_ ?.a(.,e. " desvio da_ Liv:earl'c(o;a‘e" ﬁa(.?-'e-'

. 3¢ g #C ’\):,D.:l\r“‘— s S Ug‘
B N e o
A —=
| , | _ I
x 4 5

z
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_ Deforma diferente, Newton [NewTI2] yso o fumcdes de forma .
Cownvencioc wals (fam((fq\\Sere_v\AC?cEJ") ha, Sve, '(\ormu(qw:s/ ma< os
Te&»(‘tq&os Sao Comx(.c)(cv\fcs Cow 03 do_ ewpo?,ue. cumterior.

e Coso bidimewsional

Basicamente, @ deaeneragoe de elementds icoparometricos
. rildteros para Eridnavlos cowsiste o wopeamento de
v espoce. Gmadrado. de Gordenadas noturaus paca vm espace
ceal '(:\'{av\j viar, No_ ‘FiSUka o\.baiXOJ, o lado ‘4,24 & COLQ.Y&');&D
plra Ou verbice, Obvigwmeunte /_,@_,,aie{’e.rm.'uo\n{*q > Jocobians
o destn tvqm&%vwaggb e moulo para 7 =i} mas, om _ﬁéwf'eﬁmgo:o
L Nuwaénital S Muveea JSe ,CO\,(_CuLQ\, o (uvevia, do Jozobiaue M,,e.t‘(’e ,Foubo,. o

Powca_ele mmtbs,h‘h_zoxc;,,fa\rm se ovter @ fomcoes de forwma do
Llevente Eriavauvlar & partic dox "Fuuc,o'é_s de forimg de elementbo
o.a\ro_\aju(o.\r) o Vhice. wedificagas ol ser feitel € Somar
Qs Avous 'lcu\/\q.ofé_ﬁ Se forvma, c\o.s_ nos Colarsqdo.( T
*

4 3 3 » |
/‘—\ / )

Nt (g,7) = Na(G )+ Nulg,n)
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?oda—&e woskrow ?,ue e t\—\‘éiv\:)ulo Coto,F:o.Ao mostrade abaixo

L1= (1- gg (’1-—/7) y

Los (124) (1-m)

o ol ey
Noto-se aque : Ny= O-6)1-) _ |,
7 4
N, - (1+3)(4-32) < L,
4

N;; M3+NL§= M?_: L3
2

?ormwfo/ Wwo tage linear as fowmgoer de (ovwo.fdo elevmente gua-
ar'latere (Q‘-\) decewera.do 2w LM trfaujufo Cor\’e.:fov.clawl exala -
meuke ao elemente CRT (T3),

T_\A'Feti’i—memte) este wa®s € taso pre or elevmentiss ?ua.dra'(:ica:.
Leto &" wrottrode tovmo e Sejue ,
G <

y ﬁ_; .é//—\’/

A
ot
— 12 | 5 ! <\

A

n7=-i

N\g*: Ns(ﬁ,’l?) + N?(é,")) + NL\ (51"7)

Pode ser woctrado ve, fem nenhome. modificaca?, algumas fou-
Cots de -\(\orms\ do elewents deoeverado nas corre:fouolcm &g

J

{3%



__foneors de Porma do elemments LeT (Té); -

| N = (2Le-4ls = N, 4o LST
o Ne= bl = N¢ do LST
Ng= HuLls - Ng do LST

Ny 2 @U-1)Ly = HNi do LET

Ny 2 (2Ll = No do LT

Ng # 4L, = Ns do LST

___As mo dificecdes {D\’.ofosﬁ;xs per Newbow [NEwr?s] saz .
N:‘ ':' N.{. +‘.,,A'\)

ﬁNzxk: M2 + LN
CNg' = Np -~ 286

- o";{;i;"w~Ar§'—_(i—e{13(1;¥»3‘3 _ 2Ll L -
N i
. de Bl fbrw\a\,v?ue./ S N4 7 e

Nf = (7L1—L)L1
N = (20,-1)L,
N = Ul

Exevcwo:  Cougderaundo que Ly =(L-8)1-4) /4
Lr= (Leg) (4-m) /4
Ls = (1+m)/2
ven‘ﬁ‘q(uc se o Fongett de forma do elenents auadrlatere coumn
, oc(:cv\.o’s_deﬁememda_(/\lf-.l\lmzm) Ny = Mot AN, NE = Na+Ny+N3
N;—J\\s-ZAM/ Ng:Ne} Nf:@&)
forma do elemento LT,

. Cowe:Yo\«cleM\as fongoes de
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A V\ZCZSSt'O{QO\E. dQ: modip\'cac;o'éx dqs ‘Fumg,c?ér de ‘ForW\q_ do
adeilolters adrdtico dejeneraéo ros‘e o benn ser vista.
& partyr de uwm ewﬁo?vc ‘F(JLCO De S.cordo cowm Trous EIROM?‘-D
& funcas de Forwma do o de mejo de lado oposte ao (ado
Co(oT;sa_Ao & simgular no verbice coL,q)s:a,Ao. Teto Iood-e. Scr

vists' na -Fs'jura abalxo Farq Ng v

A soperfizie € retal oo longo de Lnhas vadiays e¢mamande do ne” 3}
o) j,ue Acarreta g Umx _SL'hju(ar\'dee haq,uela fsosdqo.‘o’, Tambem
ode ser visto o parkic de. Forma. das .s.,;rerﬁ”cxe.s N e /\)3‘ qrug Ny
b Covresporde oo elewento LST (Tg), A soperfitic correta. da

‘Fuv\qa:b de forma de um Mg de canmte do LST € uwe, orcon de Uwm
cilmdre ro\ro,bo’(ffco Com jera:tn'%es aralelas ao lado do th‘é‘,uju(o
Oro.s(:o ao ho’/ tal como a sur:e e de NI A Correcas em N5 eli-
Minom @ stmgularidade ne o3, As correcdes em N, Ny (€ N2) tormam
as foncses coudistentes com o elemento LT, Tsto ¢ mostrads abaixo:

NS= (@Le-1)Ls
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o .Inte:q]raga“ﬁ homcrica.

A C\)\‘tearq_gaz homerica. de elementos ?«uqdm'lo.’fero: degeverades €
A,.,,,,,,,_F_Coacs.ro.alg, Como . para qualquer elements guo.drf‘Ca.’écrc. _Os valores
Ol toordemadas poremetricas variam tambenm eutre -1 e 4, Como
once. Zxitte um powte de Gowss Sobre © we cola sado, oude a
matra de Jacobianwe ¢ .sihju(ar ( Sleterminante nulo)) & iute raced
nomcrica. pode cer felta, viorumalmente. Cook [Cookgt] Juaere
o Gue. ergrmam,c_e. do elemento decal perfo ,‘do,__taq’,y,,c_pLaf;g.dq,__.

_mas e gerol wae ,,Se,p(o.cefva,,,mzkl[f!ukn___’P,V'?b lema _com estes elemen-
tos o\ejev,\e,ro.dos, _

2 C'(l'éﬁrﬁs_sm'\te observar @ue a.s fosi,goi; aos I:owtos de Gauszs uwe
espago real cortesiano dependem da numeraged da tncidéncia. do .
elemmento , tal come mostrode abaixo: . ...

_ Dots tipos de incidénua ;.

SN
p

Al

Sob este aspecto © elemento 'CLW'QV\ju(Qr vesu (tante ]oerde,q, twvariane'a,

@amto o, -ort‘ev\(:aqa?o 3eome'6n’q ?UQV\AO Cownporade tom o formu-
Caqa&S lbasecada. em coordenadas natureds tvc'qmﬁuta.res.
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 Elementos Finitos Svb-parametricos e Iwwmpqt(uc(s (covtinuidade C")

° Mo&ivag&i’o; Por o_),u-n o ¢lewnento Q‘-{ e’ r-\s(do Se vl <
vo ww\?or'bo\w\ewbo de $lexos

CcV\S{o\em O comror‘ﬁo.mgv‘to “a Llexex \Durq:

P ) | - i e .

R J}& )l )

Ml Ml M2 MZ
1 2
—> L—ﬂ &—»l — —3 ‘-— i i —4 a
- @ L S ()
ZiLeW\enfo —D-C'FOfMQC;G’b d@ De#ormqw
Bilinear &4 &4 por flevas cocceta por Flexon

\

C.gw\forbo,w\ewto corvreto de 'p(-exo:'or:

. L ve(i-&az ) Iea
e 73E « Colez
7:21«_ ,
/7::— _—? Q)L-:/Yl% e:]:_v/qi an=0
b

Covw?ov'ho.memto do elemewte G4 .
4 4
M-;S,MCM; J:ENQ’U‘;
= iz
e NG - N &+ Nyl = Ngix = 7/141
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= gn, =’7£ ‘/ - -
| =N
e o x

a:

Xx,&,.-_%é_ = A . o citalhanientd ecpJrio
‘ _ b o b charmado de upoxo.n‘éo.”
!

_?Ode-:e m ozﬁrw_zrue.“___,_. L L

VA { ' _\_L(&Y} M- 9y
™M, A4y LA4-9 \b _ My = correts

. Paxa_ o Q\/b arandes M1>> M. e o 2lewrents

\ ibﬁo_?_z, ws." devde oo ,43 ramae cila lhanewto e ’D‘f arece,

N o L\ R /A2 My
J

I3

Za -

O _elemento &9 tra.bo,(hqmdo,f@,,,,iééx@___;chzx orwarens. ener-

. glo. e de.%rvwo\crdb caviadse. pov. .Ae@ovmo.qo:o wocwmal puve.
e por deformazod por Sictorcon (cialhaments) exf&e'r\fa. .

o« LAda do elemento (Ucompativel .

[} - {
Adicionar modos mais albos de debovmacod sem
cAiconar Wis wo £lemend’

No cass do elemments bilinear a. cde@ sera. adicionar modos

de deforvnocan que ex andam o© e po de deslocaim entos
¢ v dos termos (4- 71) e (- "71 L
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0\3 coeficientes Ay, a1, By f Ay Seo chamadoes de aravs.de-(i-

: 3
berdade s wo , ov nob asfociados & W (Mnodeless doof).

O tlewmento assim obtide ¢ chavade de Ré por ter seis uds,
Sendo _uo\_{:ro hos ex‘&cvnos e dois nos Cw'{‘ev‘uos a,:.:oc"a.o(o& ‘as

\Q/V\_qozi Aa ‘ﬂp(w\q ({-ﬁl) e 0—411)} resfec{'x‘vqw\e\,\{e.

D elemento Q6 € tncompotivel ou Was - couforme orque , pov
oK vn Eb ha, \C;SurQ aboixg o modo =(4-~)‘) a; pode ser ativads
2 v elements e wads ativads ew v tlemento a.aqucewfe.

o Eleneutos findos .Su»{:-(PQr‘QMe'én'cos

Ds elemeutos com gravs-de- Gberdade sem wé, como o elenmen -
Co tcompoativel @6/ Ferﬁav\cem 2 eloste dos elementos sob-
foQme'Erfws fof:.- os qrows- de-libevdade adiconals sds osados
Sowmeute para Cw%exfolqw oz deslotamentos ¢ e o viados pare
0 Mafemzmto da jeow\eﬁrca_ Ao e\emewto.
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_Uwm _outes  ex ew\f

0 & o celements QS solo Wd LW‘\'&(V\O ad
oual estel adido

wads "o -Fuv\cra.o Ae '(brmq

22 e(&mev\{b re:u(fom'hz Ve

(\/\Q 'pof\mo\ de i 8 boUr\o\) ez

nola oo Covxjo do coutorue do
elevnento.

, 0 w\areamawﬁo &o\_ eoMeév\a. ,a,o eCew\emfo 2 -fe."fo

da. mesma. mameira gue o.el,e\'v\ev\fo QL\ (<to 4) as 'rdlngoe-f,

Oo\«w!oo;bve(, os  esta -Fuvlcra.o de 1"E>Vw\q

ﬂde\mo,feo\w\ev\ to dos elementos @5 e 6 powa &\jeow\eén‘q X

I _,,,,,,,MA = (\)A, o o
o M,

My« Ng

CMy=Ny o

,,,.])e,fo_r_mo\_:emc“ﬂqwfc} o celements

"I’Ode ter ool ‘{\va\u\q?d’o Sub-parame€rico. se for contdecade
oL ?wktr do elemento com oibo wot Q8 adiciouads de v grou-

Ae (.\bfrdg-&é Lmt’&f\«o( o\_r& UV\‘(ZV‘?°L&V Ae-fbc,a.\'vxew'{b: &‘o\rv\e,\nfC)
RN foncees de forma € a -Fuvxqa.s_m, bollha”:
Ne = (4- %1) (4 ’_"]1)

A C\»\tcrtDO(«xqo:s de deslocamentos do elemento resu(forte &

¢ _
3
AA = Z‘HL'M\: -+ ’\)ﬁ as v = ENM&' + Mqa.—,_

=l
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Fi:\‘c,o,mew(c} ©, e &, reprecenbom o8 towmpoueutes de des-
loeamments  ewn =M = O relativas ‘as cowpounentes de decloco-
Wecunbo ZMtu.c e 2 NLUl ew ='») =0 \Dvove\«{cv\fe; dos 5ro.u:,
Ae Liberdade dos otto wds do contorue,

,,,,,,Ocomo\ew:ago:o Celivninacas dogs araus de Uberdade (ufernos
J

Coudensagas ¢ o procesto de reducdo do Wiwmero de grows
de liberdade por .S“uf

?u\qqcﬁﬁ de coe.-pfc,\‘ew'(’cs e \ad tutroduz mehhumq Qrmx£qua§,

d\'tw‘c’cib. Condengocas € uwmo mera waomi-

A 'ﬁbfmu(qqa}’ do0 waates Ae_\—iitdet de o, tlewments sub-
Fwame'{'vcw cowm 3wwm-dc- Libcrdade (uternos Tewm wo £
feita, com auxilio de cOwo(en:a,cra.Z Cowo Wottrade o
Seju\‘r) exemf:(efx'%do Fe(a elemente HEC.

4
AL = E M(.Mi -+ Msa\l + Nst
t=\

S S e
N = 2?\3(1;“:-\- I\)s A7 + N Oy

v
[

Oonde N, (N Mg e Ny Cob as fongses de rma Ao elemen-
€o bilinear Q4 e Ng= U-g) o Nes= (\-471).

)
Yode-ce es Lrevey

RGN
N

fungoel de fongoRs e
forma des g.dh. forma des g-d.L.
reods {d} conden sados {a}

145



A w\o&n\ e r(%(Ae% o e(e\memtb contiderawnde 'éoc\ox o8 5.:&17.}
cou.éavua/.los O V\db/ P(ca Po«ﬂc{omadq Cowao Mo:{ro,dq

@bbﬂ.tlxo,‘

‘D?'M:(]a‘x) D{M]

(3x4)

L [Rc nlﬂxa) [ Rctil

(bl

Ay

ov\a\c)

(Rl = [ (AT CE1TR4Y
[y, = [ [sTTE1 Dol av

LRex)

(Ux?) =

EW f [ Tel (8] av
v
Jendo )

Nin{. 0 !! Mz,n. o ;Ns,n. © M'-h"- ©
[Bﬂ:l: 0 Ns,y% o Mz"gi o M"‘a o N“l‘é

Mg K| By Ve Mg | Moy N

NS,X} O ; Mé,n, O
Egc‘l = O MS'? f O - M(nl‘a
Ms,?r Ns,x | ﬂe,% Mo |,

Considere que 0 sistema. de equagées [K]ﬁﬁ}:{r} represevite
O eo]wt'(/}pn‘o do elemento LSO(,QOIOJ ondle ir}e o velor de doreas

nodous que ec}ui(«‘braw o elemento.
hy¢,



] chue ‘se c\e:&dc\ ¢ obter 0M§ okt [E']@XO ) tal e,
il {4} =17}

, c‘,uf, | g oge(o\s\ o Fa.re\'v- do. COV\AQV\-YQ.QQZ de ER]QZ,‘Q):

| Tead [wed] S fc{}}={ {g% B

O e ke (Al Ui |

Para. satuforer o eﬁ,w'h’bm'o do elevments (,‘So(.a.;do/ o
Vetor a(e_,ﬁ\orq.su ceve ,-cowufohdér ol 'For9as WCVQ(&M{‘?_S,
hedaus ‘pro\/ev\(ew(‘e-f do c—ar\"aﬁo\mewfo cbvauds no nternse
0\9 eler\QV\;\b 2 wo feu cowvtoevo,

Se as 'RJV\c,o&r e ‘PDYVha\ dos grows de (Wberdade cuteruos
forem congideradas para © edllewle das forcas < qivalentes
V\odo..is) ewtas {Q}' ]oode Sevr &&Ferem(fe de zero, . Tsbo :o’loo-
&8¢ ocower ce oL -&v;._.g.:, de volume forema was wulas

Pode-s¢ tRinbeim wo mmrdﬁx;@% dars forqas eguivalentes no-
. /

olo;\:) wElitar somente ag ‘wac,a’c.c de formo. dos nos de Col -

Eorvo.  Neste coso tempre S tecal {V.} = {0},

Do Sejo\,\o\o jruro de (,l‘V\L\O\.( do :(;fema de 2‘7,.,&499&.[
Ocima.  tewm-Te -

[Red {d} + [k ]{al= {x}
>  {a) =-Tred “TReJfdl + (ke et

14%



Su\osét'ﬁyﬁhg\o_k\o__rzr\fw\e(ro_\o)rufo,p\e Unlhat do cisfevma, .
7 [_H.)u\] {0\} + [k’»)\c] (Q} = {\(}L} ,

/“ e e

\[Du,g oo 100 [ d[ 1d) = lo}- Do dleed™ed
| el I
R (IR) moundensada) ({1} condentads)

A wates [R) ¢ a gque ¢ oblrodo. pare. woutor o moder
ot riﬁ;é&} ﬁtobai.. As foreoc eﬂuivucv\_tex nodaus .{?f( 10> Jonmaon-
das oo vetor dag forcas exfernas _,,atoba-«‘.c.,

e et ceiolvda o i de aqpass giobal bemot qur
A3} ¢ covhecido.  Poae-se obter [a} IS

 lab = -[ReT  [rofdl + (ke el

As deformmacses de um_Pow{’vaauer no uterior do ele-
ments s obtidax por:

Py [BAY e (B},
HE 'Fi‘lﬂa»(hﬂew{e ckeﬁa—se \a::_ €eu g oes

Iv)= [e1le}.
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. Ivnfkementaga’,é da. couwdensoacco

O ‘So(uqccn de vwa sistewmo. de eq,uaqu: ror eLL‘M(’qua.B de

Gouss e um procesto de  reducds por sobsbibuiges como €

A Condensacad. fe o Ff‘oceﬁo de -e((hm‘v\qg,ofp de G‘ng %r

a/\(févow\r(c\o,. antes da reducas wmr(,eéo\ da. wmatrr do siste-
,,,_,,,,Y?\Q.,,_o\e.,eﬁ,quééi) o, watny resulfalnte @ o0 wadri covden-
__Sada. da_ .Vv\o:‘:v(iorﬁca(‘ma()_ahéf als ,(;VLC.DBV\\'f'O\f e(lvainadas

Se» o8 Chc.a'awifas conden sades.

Tsto ¢ zxemr(.cﬁtw.do lgo,rq o. estrutura a,bou\‘xo) oudc e dedja
elivacnan o chc_o’av\i{'Q D3, condengaudo-a  ew relage®d o Dy

e Dz.
D D2 D,
=2 > —
2 — % — EA .4
4 %:q ﬂz:q P\1=Ll L
| L | |
L oLt

[K:\ b}:[g} . W 1» i -4 - o D, 4
() |-4 Z L[ [T )4
) o -4 2 | (D 4

A e,lfml‘ch?:; or Cavss da (hedanitba D, ¢ feita, vredurinds-se
oo terceira. columa. da. \priw\ewo. (ivha. ate” awntes de. dcoﬁouq(:

(2) —= (z)*%@) —_
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O sistewmal de eﬁ,uo.cro'éx mostrado en Fow&dl«cxdo nwad envolve

oL (nedgnita Dg) ceto L’J Dy Foi eliminado. A mafrz recul-
tante ¢ oL wmakriz de rcc?)co\ex do sicterma, abaixs

Do

;: ¢ $— , K.,z BA [ I Y
7 R,=6 R, =4 arT T TS
2L 1 L il

de  da forca origumal Rz= H (Ry se Aivide _C%uatmemfc, ewtre
o _em3o.x{’.c e & forgaem 23.

A forgal R,=C resolte ,.da_A('.'or,qm.,ﬁo,ri%ib%L _de Y wmais oL wmeta-

Ibo €, & eliminagan de Gouss hada mais ¢ do gue o redo-

Goo ,,‘(Ou eoud e,h,:qqab>__‘.da,,,, cslema oo, W SL\_{ft.Cf.k"\a&,. Cona Va .
Womers mghor de orawt de C(-bera\ac\e) wlocawds ar L‘v\co’3m‘-
s elvminadas ewa fones dac wmouwtidas,

A ,_Farki\r,,,dg _,.ﬂ—,!(@,‘?f\f(o acc‘w\a,,,Fodevmmfor\rw_w v a(ﬁorc{ma o

3ev\c’r(w Fara o cov»alemsmqa“o de uwma wakrey E(MKM)

cowe.cfauéev\{e,: \/.e(:or 7‘:("”"4)} e(.wmmu&,o ,Osm,_c_ u(:hw.a_; 3\»-0,\)5
0(6 Libevégéz, ?qu Q. @xfre:@ﬁev\e'n'(_o\) considevre .erue a3
colomas de (m+d) ate m L focam  eliminadas acima da dia-

Sov\a,(_) Sendo A= gm-c)-»i\ Ceay

X4 A
| : O ? dy r|° £ 4
. a !
¢ — e T il L] %
i ! R i ! ! )L
N ) | C !
N Co =
A U It ST T N -7 mlo_y
\,\ ; 1‘ . ‘a‘-.L ’ 4
A’V\ h}h" . k O [l .
—| ] L__'_m\,o . .

'R;,.,.‘ o(; Vi,
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Ao eragqan pare. eliminacdd da m-efimo eolona. dcima da
d\‘a_soua,l. se 4ol como se sesve :

4.) Re_docrab' do tecwmo 3e\f\z'v(to /2,_4 Aol mmatrt

hi&:"hﬁd" ki /Zmzj J c=d, o met

é:’l)-u)fw\

R

Obzserve que tsbo resulbaem R =0 (9"-%)/ ou sed'q,/ Rim < eliminads.

Z) Redugafo do termmo Se.he'r't'c_o %) do vetor Y
= g = Riwm €

R

O alooribmo pode ser Eradvrids foclmente posa. cmstrugots em
F&eudo- ca'd(jo como € mostrado obaixe

Aem=-¢
do (For m=z=m to oz A+ A a\eaeaxiu? w ) {
S0 (\COV t=1 to t'.-:mn-i) {
do (for 4= to ﬂ;;”") {
hd' = RL:‘ - Remm k.m,,
N q o 1
lod |
Y¢e = ¥ = i‘m“ Y,

{od.
Yod
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- Este coat'g o ouwnado £ cueficiente pe (S ned cousidersy o Sejuf‘r_'_fc o

i> A simeteia da maatria R
. ~~ -~ f \V I,
) ,A__,_,ol\v(.&a.o,,,ﬂ;m/mmw -p ode ser feita fora do do (nferne e
ourvoaeds. em Vo, variavel lowal de forwa & redoar to-
dor as coluwacs 4‘,: 4,...;n 2 o terwo rp @m ]prec(;;o.r efe-
tvar g dAivisan  diverias vetres.

_Cookt ( Coolt R.D. et.all ¢, Concepte and Applicativus of Fin fe Blemenf
o Analya !, Johu Loite g, 3% edicad) ha_ teca® .2 mostra o 2(gerdme
_cowm €S écu Mod(ﬁ'ca,c,o?..( Zm C«'ujquew., %K‘TKAU,

 Restar o determinacos do. 3rws de (iberdade condensados {OJK, uwma.
ver vesolvido o sistemea  de equag o'E:WﬁLob_ ol e _determivades oc
9m.u: de Cbevdade reaus (47,
Acto & cmrl.e.w\ew(:o_da ‘peta eto.[:a, de retro- subsEifuica®d do pro-
_cesso de_eliminacas de Gauss.  Aboixe et wostrado & vatriz
de vigider do elements exatawmeute come fica. apot @ cou-
dewsocas do ¢ Jlimos grous de (iberdode: S

. N | Q O O a Y, T
. l 1 1
S |
- ' '
;l s ] dj L
_ . [ | .
i l ci - m
! [ -
U S S i © iy KN
1‘ ; 0 2y 4
¢ — [kiy [ i } c
k‘M o‘c r'\'\ J 4
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Considerando ci),«.a OS. gms de Uberdade coundenstados {a}'
oaofa.w\ o Fo.n'qo?..r Se {\._ﬂad:c’ ~m de vetor é e cr)c oS
osigets de¢ 4 ok Azm-c do vetor g i a3 conhecdos,

A expre 883 :cg.e.he'n'c.a. fﬁfa. o retro- rubsttuices e”

| (-4
d; = _A (;H—chédg) } L=atd, .. m
kee & |

_—LSCO Fode Ser tradowdo ewa Cb\.:‘(‘\ruc,o'é_r [4%% fseuc\o- codigo !

A=zm=-c
do (for ctznl to ,('.=M‘){
Suwm = O,

co (for 421 to %:C-i) {
Ivwn =+ = \2..;3 di
}ed
di = (e, - suw)/ Ric
} od
A Farb‘r do coukew wmento de todor or Grawt de (lberdade , ned-
condenlados € cowndeuradss, determmiha-fe debormocser ¢ ten-

P
Soel towe fo! wottrads awteriormente.

0 Frocuso de obtenged dos grows de Ciberdade waostrade acima
fve&fuw? que = wnokrit R e o vebor r de Lm elements finite
55 conhecidos ha fore de retro- substifuicas. Cowme esta foure

¢ distinta da fue de oblengad da vxtnr R condensada pe-
Yoo sev wohwbada na matvir de n‘%('cle% (oba,L} tew-se douox
OFc,o'e&: ML ¢ armaitwa R e 1 e face de Condentaged, Ou
X rcoow\ru{o_ na fose de retro-sobstitoleed,
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e MOA(C\'OQQQE do ¢levmento (;b\cowﬂ‘:q,-(:(ve(‘ Q6

O elemento LQG(ob(:{o\o a oacticr do glevmento @Y com a. tutrodu- ,
Gz 9\2300&!0 Qgraat Se Liberdade gewa naf), asso. he feste de
Paktch! somedte e cle & um ,ret&ﬂjub,,m i ,fqro.(c(ogmmo“_,,

- To\j(or e Wiltom (To, lov et. o.((i, " A Now-Coulorming Element for
Stress Analuele 3 Tnt.T. Nom. Meth. Bugng. Vol 40, pp. 12441249, 1A%)
. propuseram. Uma. mod Pleagos Lo elgments &€, criamneo o
__tlemento RME i:e. i comn fue ele. pacte o tesfe mermo

fé\rq tmalhas de formas C\rvgjuto.re:.

Pora 0 clements cassar uo teste de “"Patcl” ¢ regoerdo gue
0 orows de liberdade sem nd {Q} Se avnvlem para cowdigobr
de Ackormaced coustonte ou wovimentos de corpo raide, Nestas

Condigots foo\c-:c ¢screver as relagses de e.aluu‘(n'bm'o do elewen-
to come:

o [xesd o LR (5 } :
_ - ,D?..C.n.] [k.cc] '{O} |

= [k_CJJ{J}= {0}’ , oude [d} & om modo de debrma-.

> coustante.

USa_udo [RC_,\_] :[[Ec]T[Ej [B;\]a\/) ,tew\-xe :

-4
f/f[ec]wwlaﬁawo

-1:1

—-—

{v} ""—"3’ tehio'é_\‘ ‘co;r;.x(:a\;\{csr devf&o o {J}
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A Fenjuwéq, CPJZ se far e Em%e C,ohc‘t'c,ozi

/1/4[85]* [Tldedm =0 7

-4-1

| Obsecva -te gue ¢ [Tz conet. (elements rehhju(av ou paralelo-

ravnq,) ewtd (Bl & Gnear emn

_do £ vmeael Tpuv\,c,a:b Cw\-ro«, o*;,‘w(“e_grq,( se amvla.
Counsideramdo 9gue Mg = ('1%"‘) e Ne _:.(d -4{‘) tern-se -

4 ° ~U My
MS‘“? N5, Mél‘j MG/K- zcl‘u? -z%'ﬁ”" —7-4‘)"”,\3 ‘21’]"‘7/’0

-

o _ o Nse 0 Ne, 0 | Cg4n O M O
[—Bc_] = O N.E? ' o) VNG = O —Zﬁ%y

Sobe-ce tambeim Q%ue { 4%»} =[’:yj“{¢»e,}=LPm '*fﬁw"ﬁ} )

d’,g ém\ II' ",X"'\ )";ER 47)*]
entos %ﬁm}:i_{“&m% e __{"l, }:L 3“&&,}, ) o
%Iﬂ Rl =X ‘ Ny 7] X8
| Tortanmto

/ 1A T
i —ﬁ"é’”’ © ; ©
437

44 € 8 MBS Y

0 remme'do FroFo,g'ﬁ; 2 considerar CU'] = {X"% 7’6] - coux‘fmAfc/ .Foc_(

. Y Y
tSb rewvltars’ em Uvna Ch{’ejrai nola,, " "

Atsing wa formmacad de (BT e wa cuteﬁro.c,a:-: dos tervwacs '.:}uc envol -
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_Vewmn ,A,CEL:\ _Qdoto.-se CJJ < [:[Oj e ,_A{.\TIA-‘-,,IJ _ Tfewnde EI:] e

lL( V&(orﬁ: c,ohﬂ“o.m(’c.r aru.z Corvc:romdem Qo f&w&(qw: e Jfeé a(e'fcr-
W\t'v\o.w*e olewlodor e fow{\: ﬁ-.—.q,’ =0,

E:‘é‘q& Maa({;f:\f(,a,cro@sn 5o trao alterar a wmoatrr do a(e\’k\cl‘\éc,mw({\:m
do este for ﬁrrﬁjub&f (a3 om .Fo.ra.leloﬁvamo). A watet vesultante

¢ diferente , mas o elewento posia e testc de N Patd” pare
wao lha Crrejulafe: Eambein,

O elemento pooltante ¢ tousideravelmente wmais preciso_de ave
0 ¢lewnento billnear R4 (Vcdo. Coolt et o_ﬂcl“Cov\c_ef't: owd
AFFQCQ’&\‘OV\SV of Flnlte Element Aunalysic) 3% edigals | sead &2). .
Cook. tambem observa ?e,ﬁg,a,,ﬂle‘mawfb, ¢ meais precido_sc_para

0 _cdleulo das_Aforcas eamivalentes nodais Somente as fougotsrde

'f‘ovwsx CDW\FG.('\’VC(I (alos.-.v\o's do c_owbovw\o) forem U{’L"A'%Qdda_('

7 8 9

(c) Constant jacobian discretization
about node §

(b) Irregular discretization about node §

A5G



o Modificacds do_elemento sob-parametrico A

0 glemento La.ﬂramxama Com hove hos Foo\e V&LF\’eS—eh‘bo.r
Wodos e:FJ\rdos de determaced qUanalo sub- L‘m‘eﬁro,dg ;For UM
adrao tora. de Gowses Zx7. Estes wodoe podew cer controla-
__dos vsamde uvune . drafura 8x3, mag o, vm codfo Compo-
. facioual alte ¢ A,ﬁerm’;dg,, U elements que €em um. ,comEor_‘E&:_
ento wocto Ffﬁic\o,

Coolc. CCook,’ﬁ.'D. e Tthao- Hua.,‘:./ Y Control of SPon‘oos Modes (v the
Nine- vede Quadrilateral _E(.e_w\ewtg Tut. T Num. MAetL,.Eu\%M%,/ vol. 48,

. 4536 :458% ‘5\6?_.) propoe dois v bodog para. controlor mmodos
eipirios do <lements Qq cown '@rw\u(.a_qaz Jué-fwczmc'ém‘ca,_ (MQ—-
Feamenbe ao. 5eom'zﬁr?c. considerads como o elewento LQS) gue
FOdCM Ser vsades Cova UwmaL Chfeerqo'B ZxT.

- Me’bodo de controle “eh

O metodo consiste. e enrigecer 0% wmodor de deformagdd Qcso-.
clodot & fongdn de Forma de "bolha” Na = (4-&;L)(4-f17"). Ts-
to ¢ facto MUL'éfrCcc-auolo-u os ternor da dg‘o,%ov\al do,
nokriy de r(‘carc\e% corretpondentes aos oraus de Liberdade
& 2 K2 C %)ue ocho\w\ a. AR, (&% Fo.n‘c,o’é.x deal dl‘Qjo\no\(
de EW.:D Fav v fotov (i-»e) jouée e 25 U wdmere veal
FO:((-\‘Vo peguenoc, 2utes da. coudeutacad de [k

Fc‘&fco,me.w"f&) esta mod ficaced couciife em adicouar wolas
ce h‘gidct £ ?ue reciitevn Qor wovimewtos relatives & ¢
ﬁ.z, t b modic\'c:kq,db wae (Libe a re:t)o.ﬂ‘mdo e(ey\—;en’fb
pare de&:\rw\aqé&qyc o element 2 tambem pode o

a(?re&cm{‘mr. (2% exgw\fb/ o Vinaewtos de corfo H'St‘c\o conti-
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oo _sehdo modelados corretammente, € o elements cou-

Elnon, FMéa.b\,do ho '66-?(‘6 de “Po.,écl«“) welwmo ]Oa,ra. o lhag

Crreaulswc:.
 Cooke utilitou e= O.o0A, o o )

——,7 Me'(:oé{o o\e” c:ovtfror\er “I? If o

e iRydER Ao elementeo R condeusada. 5 LR c'j _SoD_ akmbacs de
dimensan (16x16).
.‘teare\.c,az reduaide. 2x2 «i:te_.se_hﬁo-,,,v\r\oolox de deformaqos
3 e.rfuu’np: LMJ.eRjo.doJ (com)c;qr{’('lt\qdcs per elementos edja-
. centes) gue nao aparecem para o elemento QL.

O wetodo c,avmmfc 2w ‘Gommu\ox v, nova. waatelt de f‘\‘%i-

~_der _[R] combinondo-te [RyI e [kel:

o [R=RlRI e G plRaT

oude [ € vua ndmere real pegueno entre O e 4. Cook
oti(irow = 0oed. Covn 63%0/ S ]Deﬁuemo\ cam‘fm’é:u:’cra:a do ele-
_mente Q2 € bastante powa inlbir 05 modes espirios compar:
Lllhodes do @2 O elemento resoltonte ¢ chamado do Q3c.
A,‘fbrmu(o.gdbf ode Qx?(.ofo.?( o “$ato de e o Frl"w\el‘rq par-
ticod (16x16) dow mmakrint CRal antes de coudeusada ¢ exata-
i ente cz)ua.,(, ‘ol maknz CR sl (vide CooK),

Oz dois metodos

_ hadoes, e SemFrefo_eCemenﬁo ,rerth,fa,,(?q::a o tesfe de

\\Pm{:cl«” para. elementbors Crrejuta.rcc.

cden ser Ulades Sef:aro.d.:w—\cwte ouv Com bi-

{58

oA vaba de rigider do cﬁl@mezrﬁomegj [kl , € & matri r de

fhf(e‘(:anfo) o elerments @RI Com t'h—”,,i



