CIV 2552 — Mét. Num. Prob. de Fluxo e Transporte em Meios Porosos

Método dos Elementos Finitos
Fluxo 2D em regime transiente em reservatoério

Condicdes iniciais e parametros pertinentes: Equacdo diferencial a ser resolvida numericamente
Pressdo inicial: p, [MPa] elo Método dos Elementos Finitos:
Permeabilidade intrinseca: c b K 82;7 sz

K [md=10" m?] (md —mili-darcis) o u|ox? ?

Viscosidade dinamica:

4 [p=10"" MPa-s] (p —poise)

Compressibilidade do esqueleto sélido + flaido:
C=a+nf [MPa']

Formulacdo em Elementos Finitos triangulares lineares (T3)

Equacdes em EF no nivel de um elemento:
[MHp}+ [KNp}={c}
onde:

[M]— matriz de armazenamento de um elemento finito P
[K]— matriz de permeabilidade de um elemento finito

{r} e {p} = vetor dos valores nodais de pressio e de sua derivada no tempo para um elemento finito

{c¢} — vetor contendo condigdes de contorno para um elemento finito

Matrizes para cada elemento finito:

Utilizar a matriz de armazenamento condensada:

1 0 0]

Ml=S2¢0 1 0
3

0 0 1]

sendo A — darea do elemento finito triangular e e — espessura do reservatério.
A= l . ( . + . + . — . — . — . )

=5 X1 YatXo Y3+t X3 Y1 —Y1 X2 —Ya X3 Y3 X
A matriz de armazenamento consistente (ndo sera usada) seria igual a:

[M]= J.N T.N-C-e-dQ, onde N — é o vetor das funcdes de forma do elemento finito triangular linear
Q



N=[N1 N, N3], sendo

Nl :1_1’_

5

M=

[Na =s]

[K]=IBT-k-B-e-dQ
Q

No caso do elemento finito triangular linear B — constante. Dessa forma:

[K]=A-BT-k-Be

(=x; +x,) (_yl +3/2)

(—x; +x3) (1 +y3)

|]|=—x1'y3—x2'y1 +TXp Yzt X3 Y1+ XYy —X3°Ys

onde:
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Equac6es em EF no nivel global
[MIp}+ [KHp}={c}
onde:

{r} e {#} = vetor global dos valores nodais de pressio e de sua derivada no tempo

{c¢} — vetor global contendo condicdes de contorno

M=y, K=Y

Os somatoérios acima subentendem um espalhamento prévio das matrizes dos elementos finitos da
numeracao local para a numeracao global. ne — ntmero de elementos finitos do modelo.

Solucao em regime transiente
Sistema geral de equacdes a ser resolvido em cada passo de tempo At :
[Fpioact={c+LKp, }

onde:
[F]=[i-M+£-K} [L]=[i'M+(1—£)'K}
At~ ~ At~ <
e=0 — explicito
€= % —  Crank - Nicolson

£=1 — totalmente implicito
[F] e [L] — matrizes globais

Em cada passo de tempo a solucio de pressdes nodais do passo anterior {p,} é conhecida. No primeiro
passo, {p,}=1{p,} ¢é fornecido como condicdo inicial. Isso resulta em um sistema de equacdes a ser resolvido
em cada passo de tempo:

[Fipioact=1{R}

Para £ =0, como a matriz global de armazenamento especifico [M] na presente formulagio foi condensada,
isto é, somente os termos da diagonal principal sdo diferentes de zero, a solugdo é trivial:

At

(Pt+At )i =E'Ri

1



Consideracao das condicoes de contorno essenciais (de Dirichlet)

Inicialmente, a matriz global [F] e o vetor das cargas nodais {R} sdo montados sem considerar nenhuma
condicdo de contorno. Para considerar as condi¢des de contorno essenciais do problema proposto (pressao
prescrita nos pogos de producdo e de injegdo) é necessario modificar essa matriz e esse vetor. Abaixo esta
mostrado o formato do sistema de equagdes [P]{p}z {R}, sem levar em conta o fato que muitos termos da

matriz [F] sdo nulos. Considere que no né i tem um pogo com pressao prescrita P

i F E, kg E P1 Ry
E, Fk, ks E, P2 R,
Fiq; Pia B Ri4

I35 E, Fix FE;i Fia E , b R;
Fia, Pin Rin

B Fn,i Fn,n a P Rn

Aqui sdo mostradas duas maneiras para modificar a matriz [F] e o vetor {R} para considerar as condigdes de
contorno essenciais. Na primeira maneira, a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz [F] e o vetor {R} sdo
modificadas tal como indicado abaixo:

Fi1 Ry, FRs .. 0 P1 Ri-F,; P
E, E, Kz .. 0 p2 Ry—-F; P
0 Pia Riq—F_,; P
0 0 0 1 0 0 i P,
0 Pin Riyi—Fi,i b
L 0 Fn,n_ Pn R, _Fn,i P,

A i-ésima linha da matriz fica com um “1” na diagonal principal e “0” nos outros termos. Nesta linha, o
termo de carga R; no vetor {R} é substituido pelo valor da condi¢do de contorno essencial P;. Para manter a
simetria da matriz global, os outros termos da i-ésima coluna da matriz sdo anulados, sendo que os termos
de carga correspondentes sdo alterados tal como indicado, levando-se em conta que os termos anulados da
matriz sdo os que multiplicam o valor conhecido da condicao de contorno essencial. Dessa forma, o ntimero
de equacdes do sistema ndo se altera em relacdo ao nimero total de nés, p; continua sendo uma incégnita, e a
solucdo da i-ésima linha do sistema resulta na condi¢do de contorno essencial.



A segunda maneira utiliza um artificio que soma ao termo da diagonal da matriz [F] que corresponde ao né
com pressdo prescrita um coeficiente ficticio G com valor muito grande (por exemplo, 10* vezes o maior
valor entre os termos da diagonal principal de [F]). O termo correspondente do vetor {R} é acrescido de G
vezes o valor da pressao prescrita.

Fq F Fi3 E P1 Ry

1231 5, Es b, P2 R,
Fiq; JPiz _ Ri4
Fiq E, Fiia (Fi,i "‘G) Fiiv E Pi G-P,
Fi, Piv Rip

| E,; F. . 1 L Pa R,

Esse procedimento é um macete numérico conhecido. Como G tem um valor muito grande em relagdo aos
outros coeficientes da matriz [F], na solu¢ao da i-ésima linha do sistema de equagdes o valor de G ofusca os
valores dos outros coeficientes, resultando em:

G-P.
2 Ti_p
pl G 1

Dessa forma, as modificagdes na matriz [F] e no vetor {R} sdo minimas, ndo afetando as outras linhas do
sistema de equagdes.



