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CIV 2552 — Métodos Numéricos em Problemas de Fluxo e
Transporte em Meios Porosos

Formulacao de Problemas de Adensamento por
Volume de Controle em Diferencas Finitas

Camada homogénea: parametros do modelo

u — poropressao total [F/L?] Jext — sobrecarga [F/L?]
ue — excesso de poropressao [F/L2] A — éarea da se¢do da coluna unidimensional [L2]
ue, — excesso inicial de poropressao devido a hw — nivel do lencol freatico [L]
sobrecarga [F/L?] H — espessura da camada [L]
uy — poropressao hidrostatica [F/L?]
h — carga hidraulica total [L] LUJTLLDVTTTLLVLL DDLUV DL LLLL DL LULL L LLLL LT LD e

h. — carga de elevacao (em relagdo ao referencial
de carga hidrdulica) [L]

h, — carga de pressao hidrostatica [L]

k — permeabilidade do meio [L/T]

% — densidade do fluido (agua) [F/L3]

my — compressibilidade do esqueleto [L?/F]

S, =7, -my — armazenamento especifico

(specific storage) do meio poroso [1/L]
Cy =k/S, — coeficiente de adensamento [L2/T]

Relacao entre carga hidraulica e excesso de poropressao

Considerando que o nivel do lengol fredtico ndo se altera, a poropressdo final em regime permanente é a
poropressao hidrostatica. Dessa forma:

h=tlyp, =ty h=2l My Y —h )k, h="%1n,
Y Yw Yw Yw Yw Yo
Lei de Darcy
dh k due dh k due
fluxo hidraulico [L/T] » |g=—k-— =—= 2 e =
uxo hidraulico [L/T] q 7 - q T 0 - q v dz

Parametros de discretizacao —

n — ndmero de pontos (células) ao longo da espessura da camada -
Az=H/(n-1) — comprimento da célula na direcdo z [L] —

(H — do centro da primeira célula para centro da dltima célula) S

Condicoes de contorno -

Em termos de carga hidraulica:

Carga hidraulica prescrita na base: Camada impermedvel na base: T
h(z=0) = he(0) + h,(0) = 0 + hy, = hy ]
(z=0) = he(0) + ,(0) d_,=0> - _y ¥ ei=1
z=0 dz 20 L
Carga hidrdulica prescrita no topo: Camada impermedvel no topo:
h(z= =hg +h =H+ hw— =hw
(z=H) = he(H) + hy(H) (hw - H) ’7|—H=0—>% 0
= Z z=H
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Em termos de excesso poropressao:

Excesso de poropressdo nulo na base: Camada impermedvel na base:
ue(z=0) =0 due
q.,=0— -] =0
Z z=0
Excesso de poropressao nulo no topo: Camada impermedvel no topo:
ue(z=H) =0 due
q._,=0 - ] = 0
Z z=H

Balanco de vazao hidraulica em uma célula
(a célula é um volume de controle; convengdo: vazdo que entra na célula é positivo)

[Vazio que entra na célula) = [Vazdo que sai da célula] + [Vazdo retida dentro da célula)

oh;
721 - Al= g1 ‘A]+[SS'AZ'A'8—;} i+1
ahi ahi qi+11\
Gi1-A=qiyq-A=5,-Az-A-— [+A] = g4 —qi1 =Ss-Az-—F |
ot ot i Az
Usando a Lei de Darcy e a aproximacao de derivada em diferencas finitas: Qi‘lT
e mgac)e o (ko) (o) B
» Az Az ot
hi 1 =2hi+hiyy _ S, oy
A7 k ot
Usando a relagdo entre carga hidraulica e excesso de poropressao:
ue;_;  2ue; L h,—2h, +h, Observe que:
Yo Yo Yo _ S, oy
A2’ kot O _ 1 due; oh, 1 Oue

ot 'y, ot ot y, ot
1 uei_q —2ue; +ue; S, duy;

=— — Az
Voo Az Yok Ot
[x;/ ] - Ueiq —2ue; +ue; 4 =S_S' due; N ue;_q —2ue; +ue; 4 =i' due;
“ Az* k ot Az? C, ot

Solucao explicita da resposta transiente

Em termos de carga hidraulica:

Considerando que os valores de carga hidraulica em todos os pontos sdo conhecidos em um passo de tempo
genérico (m), a aproximagdo da resposta para o passo seguinte de tempo (m+1) na solucdo explicita é tal que
cada valor h"*! s6 depende de valores do passo anterior. Isso resulta em:

oy _ h"t - S, ht! _ B =2h 4Rl S, R
ot At kAt Az* k At

k . m+1 m k At m m m
|:X(—S—At]:| = (122271—1) — hi+ Zhi +S—<E( i—l_Zhi +hi+1)

S

Sendo |r=—-—%| = (i=2:n-1) = [ =r-h" +(1-2r)-h"+r-h!,
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Carga hidraulica prescrita na base:

Camada impermeével na base:

(i=1) > [ =h]

Carga hidraulica prescrita no topo:

dh hy —h
— =0->-2-""2=0—> |hy=h

W =rh +(1-2r)-h +r-hY =

(i=1) — |[B" =(1-2r)-h}" +2r-hY'

Camada impermedvel na base:

(i=n) — [, =h,]

@ =0 > M =0 >
az|,_y 24z
hn+1 = hn—l

W = n™ +(1-2r)-h -, =

(i=n) — (B =2r B +(1-2r)-h2

Em termos de excesso de poropressao:

due; _ ue!! —uel" N ue"*!

ue!"; —2ue!” +uelt;  ue”

ot At CCyAt

X(=Cy-At)] = (i=2:n-1) > ue!™ =ue" +

Sendo |7 5
Az

Excesso de poropressdo nulo na base:

AZZ CV At

Cy -4t
Vel + =V (el — 2uel + uelly )
Az

an _
dz

célula ficticia

0

célula ficticia

dh

—=0
dz

= (i=2:n-1) - |ue/™ =r-uel; +(1-2r)-ue!" +7-uel’;

Camada impermedvel na base:

=1 - @0

Excesso de poropressdo nulo no topo:

due ue, —ue
— =0 5 —2—9-0 > |ue,=ue,
az |, 24z

ue™ =r.uel +(1-2r)-uel +r-uefd =
(i=1) — |uef"™" =(1-2r) uel" +2r uely

Camada impermedvel na base:

(i=n) = [ue, =0]

due ue, .1 —ue,_
— =0 - —l b0 5 |ue,,, =ue, 4
az |,y 24z

z=

m+1

uep ™t =r-uell | +(1-2r) uel) +r-ue

n+1

=

(i=n) — |uep™

=2r-uel ; +(1-2r) ue!

m

n+l

n-1

Az

Az



PUC

Departamento de Engenharia Civil — Profs. Euripedes Vargas e Luiz Fernando Martha

Solucao implicita da resposta transiente: Método de Crank-Nicolson

Em termos de carga hidraulica:

A aproximagdo em diferencas finitas da segunda derivada da carga hidrdulica em relacdo a z é considerada
como uma média de valores calculados no passo de tempo (1) e no passo seguinte de tempo (1m+1):

1[;11._1 —2h; +h,,q T +l[h ) T” S, mMtony

2 Az? 2 Az? k At
E(AZZ] - ul ' =2u" vl S, 4Az° L = 2u +ully S, 42 o
2 koA ! 2 kA !

Sk At = (i=2:n-1) = |-h] +(2+ jhm” h?}jl—h’”1+(3—2)hm+h,+1
Az? r

Carga hidraulica prescrita na base: = Camada impermeével na base:

Valor da carga hidrédulica na célula ficticia:
(i=1) - |hy =h,
_ hm+1 ( jhnﬁ—l hm+1 h(r)n +(z_2)h{n +hg1
r

(i=1) - ( jh’”“ —2nIH = (2 —2];1;” +2h)
r

Carga hidraulica prescrita no topo: = Camada impermeédvel na base:

Valor da carga hidrédulica na célula ficticia:
(i=n) - |h, =h,
—n"l (2 +5jh:1+1 —hmh=nm 4 (—— 2];1’" +h"
r

(i=n) — |-2004 + ( jh"1+1—2h"11+(——2)h’"

Em termos de excesso de poropressao:

+1
l[uei _1 —2ue; +ue,+1} +l{ue,~ _1 —2ue; +ue,+1}m _ 1 .uef"”—ueim

2 Az? 2 Az? Cy At
E<AZ2] = uel'1' —2uel™! +uellt! 47 e uey —2eu]" +uefl;, A’ e
2 CV * At ! 2 CV * At !
Cy - At 2 2
= Xzz = (i=2:n-1) > |-ue/}’ +(2+7juelm+l —ue!™t = uel", +(7—2jue +uell;

Excesso de poropressdo nulo na base: Camada impermedvel na base:

Valor do excesso de poropressao na célula ficticia:
(i=1) — |ue; =0
m+1 2+ m+1 m+1

2
m m m
—ue, ey —uey,  =uey + (7— 2 uey" +ue,

(i=1) — (2+ jue{"” —2ueytt = (z—2jue§" +2uel
r

Excesso de poropressdo nulo no topo:  Camada impermedvel na base:

Valor do excesso de poropressao na célula ficticia:
(i=m) - 2 2
m+1 (2 +7juem+1 m+1 (__ 2]1/{6;" + ue;n+1

—ue, 1 + n ue, .1 —uen 1+

(i=n) — [-2ue™! + (2 +%)uezﬁl =2ue,’ | + (%— 2)ue;"
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Camada dupla (heterogénea): parametros adicionais do modelo
ka — permeabilidade do meio A [L/T] i

ks — permeabilidade do meio B [L/T] T ke

mya — compressibilidade do esqueleto do meio A [L2/F] He coloB "

myp — compressibilidade do esqueleto do meio B [L2/F]  § ... w

S.a =V -Mys — armazenamento especifico do meio A [1/L] K z

Sz =7, My — armazenamento especifico do meio B [1/L] fa solo A r: R j
ki

Ha — espessura da camada A [L]
Hp — espessura da camada B [L]

Parametros de discretizacao | e i=n
Az — comprimento da célula na direcdo z (adotado o mesmo para as duas camadas) [L] T N

na — nimero de pontos (células) ao longo da espessura da camada A Hy

ng — ndmero de pontos (células) ao longo da espessura da camada B ]

n = na + ng — namero total de pontos (células) | Az

p - 1 =na — indice da tltima célula da camada A I ﬁ: ii:;]f- 1

p =na +1 — indice da primeira célula da camada B

Ha —
. . . Y Mei=1
Permeabilidade equivalente na interface entre as camadas -
dp1 =‘7;?—1 =‘7§—1
hy—h, h,4—h, Gy Az
q’il:_kA‘ pAz/glz A pAz/Zp = hpfl_hp’zlz;l‘T
A
h —h, h,—h fo A
B p_p P p p-1 AZ
=—kn- =kp- h,—h = =
I =T TN T A T T T T 2
.k Iy =ha sl Ty =l Ry =,
1 ° Az ¢ Az ¢ Az P T F
A B Tp-14 Az/2
(qp—l /kA)' (AZ/2)+(%—1 /kB)'(AZ/z) k, (1 1 2 AP
qp—lzke' = l=—|—+— = ‘7—11‘ Az/2
Az 2 \ky kg pp—l v
ke — ZkA ‘kB
ky+kg
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Balanco de vazao hidraulica na célula inferior da interface P
4 . q?’ ,I\ke
Célula p-1: i
oh,_4 - A
[qp_z.A]:[qp.A]+|:SSA.Az.A, al’t } p-1 z
Em termos de carga hidraulica: p-2
h,,—h h,—h oh
Al = |k, 2 | | g p T g TP A
4] [ A Az © Az ATy
kahyo—kahys =k o+ b, O, N ka Ty o—(ka+k,)-h, i +k,-h, s Oy,
2 — YsA 2 sA
Az ot Az ot
Em termos de excesso de poropressao:
kA '(uep—z /7w +hw)_kA '(uep—l /7w +hw)_ke '(uep—l / Yw +hw )+ ke '(uep /7w +hw) =S;A‘ auep—l .
Az Yo  Of
kA 'uep—2 /7w _kA ‘uep—l /7w _ke ‘uep—l /7w +ke ‘uep /7w +kA hw _kA hw _ke hw +ke hw auep—l
=Myy - Az
Az ot
ka-ue, - (kp+k,) ue, 1 +k, ue, due,,
= Az? =Yw A ot
Balanco de vazao hidraulica na célula superior da interface prl
£ . qp+11\k3
Célula p: i
oh
_ P Az
[qp—l 'A]— [‘7p+1 'A]+|:SSB 'AZ'A'a—t} ;;
qp—ll ke
Em termos de carga hidraulica: p-1
h,—h,_ h,,—h oh
FA] = |-k, 2|k P =S, —L Az
Az Az ot
Keolyy =k by =Ky oty +Kg By 0wy kel y =g +ky)-hy +ky g 9l
2 sB 2 — YsB
Az ot Az ot
Em termos de excesso de poropressao:
ke ! (uep—l /7w +hw)_ke ' (uep / Yw +hw)_kB '(uep/}/w +hw)+kB ! (ueerl/}/w +hW)=SLB‘ auep Az
Az Vo Of
ke ‘Uepq /7w_ke '”ep/7w _kB “ue, /7w +kB ‘UEpi /7w +ke 'hw_ke hw _kB hw +kB hw a”ep
Az ot
k,-ue, ; —(k, +kg) ue, +kp-ue due
e p-1 e B 4 B p+l _ 4
= A22 =Yw Myp- ot
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Solucao explicita da resposta transiente

Em termos de carga hidraulica:
Ta 1 A 1. =18 1 At

A=_=__ B=T =—"—"—>

ka S 42 kp S 4z’

Célula (i=1) —»

Cara hidraulica prescrita na base: =~ Camada impermeavel na base:
B = (1=24, -ky)- By 422, Ky B
Células (i=2:p-2) — |W" =2y ky - +(1=244 -ky) B+ A4 K u bl
Célula (i = 1) -
M,y h;;_ql —hyy L g e kol —(katk) Itk hy o hy
= sA - 2 sA
ot At At Az At

= | =2, kg s+ [1= Ay (e +K, ) B0y + Ay kT
Célula (i=p) —

Iy WU g T kel ke k) ks B
= = SsB - 2 sB
ot At At Az At

= |t =2k, b+ [1= g (k, + k)| 1)+ Ag kg T

Células ( p+1 n-— 1) hl'm+1 :ﬂuB'kB' l'nzl +(1_2ﬂ¢BkB)hlm +ﬂB.kB.th-1
Célula (i=n) —

Carga hidraulica prescrita no topo: ~ Camada impermeavel na base:
BT =20 kb + (1= 225 ky) Y

Em termos de excesso de poropressao:

1 a1 & 1 A1 &
pf==— = . p=—"—=—" = .
kA SSA AZ2 Yw Mya AZ2 kB SSB AZ2 Yw Myp AZZ

Célula (i=1) —»

Excesso de poropressdo nulo na base: ~ Camada impermeavel na base:

uel™ =(1-22, -k, )-ue’ +22, -k, -uey
Células (i=2:p-2) — |ue"™™ =y ky-uely +(1-244 k) uel + Ay -ky -uell
Célula (i=p-1) —»

due,, 4 _ ue?fll —ue,’ ~ ym 'ue;,”fll ~ kA ue,_p —(ky +k,) uey’y +k, uey Cm 'ueZq_l
a A A A A7 ©UVA T A
= |uept! =2y ky ue) o +[1=Ay-(kp +k, )] uel s + A, -k, -ue)
Célula (i = p) -
due, ue?+1—ue$ oy 'ueZ”l ke — (k. +kg) uey +kgueyy Cm uel!
o A CV A 47° T
= ue;,"+1 =g -k, -uey’y +[1-45-(k, + kg )]~ue;," +Ag kg ueyy

Células (i=p+1:n-1) — |ue/"™"" =4 kg -uely +(1-225 -ky)-ue!" + Ag -ky -uef’;
Célula (i=n) —
Excesso de poropressdao nulo no topo: ~ Camada impermedavel na base:
ue™ ' =24, kg -ue™, +(1-245 -ky)-ue
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Solucao implicita da resposta transiente: Método de Crank-Nicolson

Em termos de carga hidraulica:

A 1 A4t g 1 A
ﬂ’A == ﬂ’B == —2
ka S A7 ky Sp Az
. . — 2
Celula (i=1) = [l=hy]  ou [zkﬂz

2

hm+1 _2kA hm+1 _(T_zkA

A

Células (i=2:p-2) -

—k, B4 {21(,4 +i} Sk
Aa

hm+l

m
i1 =ka-hiZy+

2
=2k

} hi' +ky - hity

A

Célula (i=p-1) —»

Célula (i =

Células (i=p+1:n-1) —

Célula (i=n) —

—kA-hZ1_21+{(kA+ke) 2 }h"”l oyt
A

:kA-hZﬂ2+{i—(kA+ke)} hyy +k, by
Aa

p) —

—k, By +[(k +kB)+/ﬂ Wt —kg bt =k,

B

m 2 m
h 1{Z—(k +k3)}h +kp -l

—kg -k +{2k3 42

|t
ﬂ, 1

B

m+1
h1+1 -

2
5 | 2k
1 {/1 B

} hi" +kg ity
B

ou

—2kg-h™!+ [2k3
B

]hm

B

Em termos de excesso de poropressao:

_ra 1 A 1 At _rp_ 1 A 1A
A kA SSA A22 }/w'mVA A22 B kB SSB AZz 7w'mVB AZ2
Célula (i=1) — ou (ZkA +%)ue{"+l 2k, -uel! —(%—ZkA]uel +2k , - uel!
A A
4 : m+1 2 m+1 m+1 m 2 m m
Células (i=2:p-2) — |-k, -ue’;" + 2kA+/1_ ue] —ky-uely =ky-uell, + T—ZkA -ue;" +ky -ueiq

Célula (i=p-1) —

Célula (i =

A

A

—kA-uef+21+{(kA+ke) j}uep —k,- uez1+1
A

=kA 'I/[e;riz +|:/1i_(kA +ke):|.uez11 +k€ :1/[821
A

m+1
p) — |~k -ue, 77+ kg - uepﬂ

2
(k, +k )+—} et -
|: ’ /13 g

=k, uep1+[j (ke+k3)} ue, +kg-uey
B

Células (i=p+1:n-1) — |—kg-uelit +| 2k +%}'ue§”+l —kg-ue™ =kp -uel, +{%—2k3}-uelm +kpg - uell,
L B B
) . 2 2
Célula (i=n) — ou —2kp -ue!™} +[2k3 +Z]uem+1 =2kp-ue, 4 +[l—B—2k3Jue,T




