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Exemplo de solucdo pelo Método das Forcas
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A configuracdo deformada do quadro da figura acima é mos-
trada de forma exagerada (o fator de amplificacdo dos deslo-
camentos da deformada € igual a 1000).

Avrea da secdo transversal das barras: A = 0.005 m?

Momento de inércia da secdo transversal: | = 0.0005 m*
Modulo de elasticidade do material: E = 2x10° kN/m?

A metodologia utilizada pelo Método das Forcas para analisar
uma estrutura hiperestatica é: “somar uma série de solucdes
basicas que satisfazem as condi¢cdes de equilibrio, mas nao
satisfazem as condi¢Bes de compatibilidade da estrutura origi-
nal, para na superposicao restabelecer as condi¢cdes de compa-
tibilidade.”

Cada solucéo basica isoladamente ndo satisfaz as condicdes de
compatibilidade da estrutura original. Estas condi¢Ges ficam
restabelecidas quando se superpde todas as solucbes basicas.

A estrutura utilizada para a superposicgao de solucdes basicas &,
em geral, uma estrutura isostatica obtida a partir da estrutura
original pela eliminagdo de vinculos. Esta estrutura isostatica é
chamada de Sistema Principal (SP). As forcas ou momentos
associados aos vinculos liberados sdo as incognitas do proble-
ma e sdo chamados de hiperestaticos.

O Sistema Principal (SP) adotado neste exemplo é a estrutura

isostatica mostrada na figura abaixo.
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Observa-se que foram eliminados dois vinculos externos da
estrutura original: a imposi¢ao de rotagdo 6, nula do apoio da

esquerda e a imposi¢do de deslocamento horizontal A'g nulo

do apoio da direita. O namero de vinculos que devem ser eli-
minados para transformar as estrutura hiperestatica original em
uma estrutura isostatica € igual ao grau de hiperestaticidade, g.
A escolha do Sistema Principal é arbitréaria: qualquer estrutura
isostatica escolhida é valida, desde que seja estavel estatica-
mente.

Os esforcos associados aos vinculos eliminados sdo as reagdes
de apoio X; e X,, tal como mostrado na figura acima. Estes
esforcos os hiperestaticos desta solucéo.

X, = reagdo momento que aparece quando €, =0;

X, = reagéo horizontal que aparece quando A"B' =0.

A solucdo do problema pelo Método das Forgas recai em en-
contrar os valores X; e X, que fazem com que, juntamente com

o carregamento aplicado, 8, =0 e A"B' =0. A determinagdo

de X, e X, é feita através de superposicdo de casos basicos,
utilizando o SP como estrutura para as solugdes basicas. O
namero de casos basicos é sempre igual ao grau de hiperestaci-
dade mais um (g+1). No exemplo, isso resulta nos casos (0),
(1) e (2) que sdo mostrados a seguir.

Caso (0) — solicitac@o externa (carregamento) isolada no SP,
comX;=0eX,=0
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A figura acima mostra a configuracdo deformada (com fator de
amplificagdo igual a 20) do SP no caso (0). A rotagcdo Jpe o
deslocamento horizontal &, nas dire¢des dos vinculos elimi-
nados para a criagdo do SP, sdo chamados de termos de carga,
cujos valores para esta estrutura sdo 0s seguintes:

Ao = -13.64x10° rad

& = +115.2x10° m

O sinal negativo da rotacdo & indica que a rotacdo tem o sen-
tido contrério do que é considerado para o hiperestatico X; no
caso (1) a seguir. Analogamente, o sinal positivo de &, indica
que este deslocamento tem 0 mesmo sentido que é considerado
para o hiperestatico X, no caso (2) a seguir. O calculo dos coe-
ficientes que aparecem na formulagdo do Método das Forcas
pode ser feito pelo Principio das Forgas Virtuais (PFV).
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A figura acima mostra a configuracdo deformada (com fator de
amplificagdo igual a 2000) do SP no caso (1). O hiperestatico
X; é colocado em evidéncia, ja que ele é uma incégnita do pro-
blema. Considera-se um valor unitério para X;, sendo o efeito
de X; = 1 multiplicado pelo valor final que X; devera ter. A
rotacdo dy; e o deslocamento horizontal &, provocados por X;
= 1, nas diregdes dos vinculos eliminados para a criagdo do
Sistema Principal, sdo chamados de coeficientes de flexibilida-
de. Por definicdo as unidades dos coeficientes de flexibilidade
correspondem as unidades de deslocamento ou rotacdo dividi-
das pela unidade do hiperestéatico em questdo. No exemplo:

& = +0.1152x107® rad/kNm

01 = —0.6997x10° m/kNm

As mesmas observacdes quanto aos sinais dos coeficientes de
flexibilidade podem ser feitas. Isto €, o sinal da rotagdo J;; €
positivo pois tem 0 mesmo sentido do que foi arbitrado para X;
= 1 e o sinal do deslocamento horizontal &; € negativo pois
tem o sentido contrario ao que foi arbitrado para X, = 1 no caso
(2) a seguir. Observe que o sinal dos termos &;, sendo i o indi-
ce do hiperestatico, sempre sdo positivos, pois sdo deslocamen-
tos ou rotagdes nos proprios pontos de aplicacdo de forcas ou
momentos unitarios aplicados.

Caso (2) - X, isolado no SP

- X2

A figura acima mostra a configuracdo deformada (com fator de
amplificagdo igual a 400) do SP no caso (2). De maneira ana-
loga ao caso (1), o hiperestatico X, é colocado em evidéncia,
considerando-se um valor unitario multiplicado pelo seu valor
final. A rotacdo &, e o deslocamento horizontal J&,, provoca-
dos por X, = 1, nas dire¢cdes dos vinculos eliminados para a
criacdo do SP, também sdo coeficientes de flexibilidade. As
unidades destes coeficientes, por definicdo, sdo unidades de
deslocamento ou rotacdo divididas pela unidade do hiperestéati-
co Xo:

&, = -0.6997x10° rad/kN

Oy, = +6.1180x107° m/kN

Observe que o valor de &, e & sdo iguais. Isto ndo é coinci-
déncia. Os coeficientes §; e §;, sendo i e j indices de hiperesta-

ticos, sempre serdo iguais. Isto pode ser demonstrado pelo
PFV.

A partir dos resultados obtidos nos casos mostrados acima,
pode-se utilizar a superposicdo dos casos para restabelecer as
condigdes de compatibilidade violadas. Isto é feito a seguir.
Somatorio das rotacdes do no A:

010 + 01Xy + 0, X, =0

Somatdrio dos deslocamentos horizontais no no B:

O + 01Xy +05 X, =0

Sistema de equacdes de compatibilidade:

-13.64x10° + 0.1152x10°[X; — 0.6997x10°X, = 0

+115.2x10°% - 0.6997x10°X, + 6.1180x10°X, = 0

A solucdo deste sistema de equacdes de compatibilidade resulta
nos seguintes valores das reacGes de apoio X; e X:

X; = +13.39 kNm

X, =-=17.29 kN

O sinal de X; é positivo pois tem o mesmo sentido (anti-
horario) do que foi arbitrado para X; = 1 no caso (1) e o sinal
de X, é negativo pois tem o sentido contrario (da direita para a
esquerda) ao que foi arbitrado para X, = 1 no caso (2), tal como

indica a figura abaixo.
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Os valores encontrados para X; e X, fazem com que 8, =0 e

A% =0. Dessa forma, atingiu-se a solugdo correta da estrutu-

ra, pois além de satisfazer as condices de equilibrio — que
sempre foram satisfeitas nos casos (0), (1) e (2) — também se
satisfaz as condicGes de compatibilidade.

A solucéo da estrutura ndo termina na obtencdo dos valores dos
hiperestaticos X; e X,. Ap0s isso, ainda é necessario obter os
diagrama de esforgos internos e os deslocamentos da estrutura.
Existem duas alternativas para isso:

A. Calcula-se uma estrutura isostética (o0 Sistema Principal)
com o carregamento aplicado simultaneamente aos hipe-
restaticos — com os valores corretos encontrados — como se
fossem forcas e momentos aplicados.

B. Utiliza-se a prépria superposicdo de casos basicos para a
obtencdo dos esforcos internos (ou deslocamentos) finais.

Embora a primeira opg8o possa parecer mais simples, a segun-

da opcéo é a que vai ser utilizada na maioria das solugdes. O

motivo para isso é que no calculo dos valores dos termos de

carga e dos coeficientes de flexibilidade pelo PFV é necessario

0 conhecimento dos diagramas de esforcos internos dos casos

béasicos (0), (1) e (2). Portanto, como os diagrama de esforcos

internos dos casos basicos ja estardo disponiveis, os esforcos
internos finais da estrutura hiperestatica original sdo obtidos

por superposicdo dos esforgos internos dos casos basicos. O

mesmo se da para obtencéo dos deslocamentos.



