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2° Semestre — 2008

Trab5: Método dos Elementos Finitos
Fluxo 2D em regime transiente em reservatoério de 6leo

Simular o comportamento transiente da distribui¢do de pressdo no reservatério mostrado abaixo ao longo de
10 anos. A figura mostra um reservatério com 10 m de espessura a 2000 m de profundidade. P1 a P5 sao
pocos. P1 é um pogo de produgdo. P2 a P5 sdo pogos de injecdo. O modelo de elementos finitos tem uma
malha estruturada (uniforme) com elementos finitos triangulares lineares.
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Condicdes iniciais e pardmetros pertinentes:

Pressao inicial: py = 20 MPa

Permeabilidade intrinseca: K = 300 md = 3x107* m? (md —mili-darcis)
Viscosidade dindmica: = 0.04 p = 4x10® MPa-s (p —poise)
Compressibilidade do esqueleto sélido + fluido: C =@ +nf=5x10" MPa™

Pressdo constante ao longo do tempo nos pocgos:

EmP1 — p=10MPa
EmPlaP5— p =30 MPa

Equacao diferencial a ser resolvida:
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Formulacédo em Elementos Finitos

Equac¢des em EF no nivel de um elemento:
[MJp}+ [KTp}= e}
onde:

[M]— matriz de armazenamento de um elemento finito

[K]— matriz de permeabilidade de um elemento finito

{r} e {p} = vetor dos valores nodais de pressio e de sua derivada no tempo para um elemento finito
{c} = vetor contendo condigdes de contorno para um elemento finito

Matrizes para cada elemento finito:

Utilizar a matriz de armazenamento condensada:

1 0 0]

M]=S2¢lo 1 0
3

0 0 1]

sendo A — darea do elemento finito triangular e e — espessura do reservatoério.
A—l-(x- +X5 Y3 +X3-Y1—Yq Xy — Yy X3~ -x)

—zlyz 2 Y3+ X3 Y1 —Y1 Xy~ Y2 X3~ Y3 Xy
A matriz de armazenamento consistente (ndo serd usada) seria igual a:

[M]= IN T'N-C-e-dQ, onde N — é o vetor das funcdes de forma do elemento finito triangular linear

Q

N=[N; N, Ns], sendo Ny=1-r-s|  [N,=r]  [N;=s]

[K]=J‘BT'k-B'e-dQ
Q

No caso do elemento finito triangular linear B — constante. Dessa forma: [K]=A-B"-k-Be

onde:
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Equacdes em EF no nivel global
[MIp}+[Klp}={c}
onde:

{r} e {#} = vetor global dos valores nodais de pressio e de sua derivada no tempo

{c} — vetor global contendo condig¢des de contorno

p-Y =YK
=1 =1

Os somatoérios acima subentendem um espalhamento prévio das matrizes dos elementos finitos da
numeracdo local para a numeracéo global. ne — ntimero de elementos finitos do modelo.



Solucido em regime transiente
Sistema geral de equacdes a ser resolvido em cada passo de tempo Af:
[F]{pt+At}: {c+ [L]{Pt}

onde:

1 1
Fl=|— M+¢-K Ll=|— M+(1-¢)-K
[Fl-| 5 Mee k| =M+ (1-e) K
e=0 — explicito
£= % —  Crank - Nicolson

£=1 — totalmente implicito
[F] e [L] — matrizes globais

Em cada passo de tempo a solucio de pressdes nodais do passo anterior {p,} é conhecida. No primeiro
passo, {p,}=1{p,} ¢ fornecido como condicdo inicial. Isso resulta em um sistema de equacdes a ser resolvido
em cada passo de tempo:

[F]{pt+At}: {R}

Para £ =0, como a matriz global de armazenamento especifico [M] na presente formulagao foi condensada,
isto é, somente os termos da diagonal principal sdo diferentes de zero, a solugdo é trivial:

At
(pt+At )1' = M_ : Ri

ii

Consideracao das condi¢coes de contorno essenciais (de Dirichlet)

Inicialmente, a matriz global [F] e o vetor das cargas nodais {R} sdo montados sem considerar nenhuma
condicdo de contorno. Para considerar as condi¢des de contorno essenciais do problema proposto (presséo
prescrita nos pogos de produgédo e de injecdo) é necessario modificar essa matriz e esse vetor. Abaixo estd
mostrado o formato do sistema de equagdes [F ]{p}z {R}, sem levar em conta o fato que muitos termos da

matriz [F] sdo nulos. Considere que no né i tem um pogo com pressao prescrita P;:

F. Hh, Fg; - Fy P Ry
E, Fk, F; E 2] R,
Fiq, Pia B Ri4

Fi1 E, e Fiq Fi Figoo . E , b R;
Fii1,i Pi+1 Rin

L Fn i Fn n Pn Rn




Aqui sdo mostradas duas maneiras para modificar a matriz [F] e o vetor {R} para considerar as condi¢des de
contorno essenciais. Na primeira maneira, a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz [F] e o vetor {R} sdo
modificadas tal como indicado abaixo:

_Fl,l F, Fz . 0 P1 Ry-F ;P
Pz,l Fz,z Pz,s 0 P2 R, _Fz,i <P
0 Pi-1 Riy-F_; D
0 0 0 1 0 0 P P,
0 Pi+1 Riy1—Fii b
L 0 Pn,n_ Pn Rn_Fn,i'Pi

A i-ésima linha da matriz fica com um “1” na diagonal principal e “0” nos outros termos. Nesta linha, o
termo de carga R; no vetor {R} é substituido pelo valor da condi¢do de contorno essencial P;. Para manter a
simetria da matriz global, os outros termos da i-ésima coluna da matriz sdo anulados, sendo que os termos
de carga correspondentes sdo alterados tal como indicado, levando-se em conta que os termos anulados da
matriz sdo os que multiplicam o valor conhecido da condicdo de contorno essencial. Dessa forma, o ntimero
de equagoes do sistema néo se altera em relagdo ao niamero total de nés, p; continua sendo uma incégnita, e a
solucdo da i-ésima linha do sistema resulta na condi¢do de contorno essencial.

A segunda maneira utiliza um artificio que soma ao termo da diagonal da matriz [F] que corresponde ao né
com pressdo prescrita um coeficiente ficticio G com valor muito grande (por exemplo, 10* vezes o maior
valor entre os termos da diagonal principal de [F]). O termo correspondente do vetor {R} é acrescido de G
vezes o valor da pressdo prescrita.

Fi, F, Fis E P1 R,
Fyq E, Fs E, P2 R,
Fiq; Pi-1 Ri
Fi, Fis Fiiq (Pi,i + G) Fiin Fi, pi R; +G-P,
Fiiqi Pi+1 Rin
B Pn,i Pn,n | Pau Rn

Esse procedimento é um “truque” numérico conhecido. Como G tem um valor muito grande em rela¢do aos
outros coeficientes da matriz [F], na solucdo da i-ésima linha do sistema de equagdes o valor de G “ofusca”
os valores dos outros coeficientes, resultando em:

Dessa forma, as modificacdes na matriz [F] e no vetor {R} sdo minimas, ndo afetando as outras linhas do
sistema de equagdes.



